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Wstep

Zasadniczym celem niniejszej publikacji jest przedstawienie metod
predykcji przebiegu zjawiska pragdéw pochodzenia wiatrowego oraz we-



zbran sztormowych. Prezentowane wyniki uzyskane zostaty gtdwnie
przez autora niniejszego opracowania.

Wzajemne oddziatywanie morza i atmosfery prowadzi do zjawisk dyna-
micznych wywierajgcych wptyw na Srodowisko cztowieka, na budowle
posadowione w strefie brzegowej, na warunki zeglugi oraz na procesy
przenoszenia mas wodnych — wazne dla rybotéwstwa — samooczyszcza-
nie zbiornik6w wodnych itp.

Trzy rodzaje zjawisk, ktére zachodza na powierzchni oraz pod powie-
rzchnig morza sa szczeg6lnie wazne, a mianowicie: krotkookresowe falo-
wanie wiatrowe, wezbrania sztormowe i towarzyszace im okresowe wa-
hania wéd oraz prady pochodzenia wiatrowego przemieszczajace masy
wodne wraz z zawieszonymi w toni wodnej substancjami.

Przyczyny powstawania tych zjawisk sg powszechnie znane i wynikajg
ze zmian ci$nienia atmosferycznego oraz wiatru wywotujgcego powsta-
wanie sit stycznych do powierzchni morza. Jednak predykcja tych zjawisk
z doktadnosciag wymagang dla projektowan inzynieryjnych jest bardzo
trudna. W obecnej publikacji gtéwny nacisk potozono na metody wyni-
kajagce z réwnan ruchu cieczy, nie zaniedbano jednak pewnych metod
statystycznych, ktore sg szczeg6lnie przydatne, jezeli posiadamy juz zbiér
informacji o badanych zjawiskach.

Podstawg wszystkich metod predykcji dynamiki morza sg prawa za-
chowania pedu wyrazone za pomocg rownan ruchu oraz prawa zacho-
wania masy wyrazone ro6wnaniem ciggtoSci. Zjawiska zachodzace w mo-
rzu sg jednak dodatkowo skomplikowane tym, ze dominujg tutaj przepty-
wy burzliwe.

Rozwigzanie rdwnan ujmujacych konkretne zjawisko w akwenach rze-
czywistych odbywaé sie moze tylko na podstawie metod numerycznych,
a zatem niezbedne jest wprowadzanie maszyn cyfrowych. Totez oprécz
zjawisk hydrodynamicznych w publikacji zostaly omowione zasady bu-
dowy algorytméw dla rozwigzania czgstkowych réwnan rézniczkowych
charakteryzujgcych wezbrania sztormowe i przeptywy w morzu. Metody
budowy prostych i uniwersalnych algorytméw podlegajag obecnie inten-
sywnemu rozwojowi i w przysztosci wspoOtpraca miedzy hydrodynamika,
matematyka i cybernetykg doprowadzi do automatycznego programowa-
nia i wyboru odpowiednich algorytmow.

Przyktady i wyniki obliczen przedstawionych w obecnej publikacji od-
noszg sie gtownie do Morza Battyckiego i z powodzeniem mogg by¢ zasto-
sowane przy planowaniu praktycznych przedsiewzige¢ gospodarki morskiej
na tym akwenie.



I. PODSTAWOWE ROWNANIA PREDYKCJI PRADOW
ORAZ WEZBRAN SZTORMOWYCH

1. HYDRODYNAMICZNE UJECIA METOD PREDYKCIJI

W tej czeSci pracy przyjeto zasade, ze wszelkie zmiany zachodzace w
morzu pod wpltywem czynnikow zewnetrznych mogg by¢ wyjasnione
za pomocg réwnan hydrodynamiki, dlatego tez rozwdj zjawiska pradow
oraz wezbran sztormowych w czasie i przestrzeni opisano za pomocg
rownan hydrodynamiki przeptywow burzliwych na wirujgcej ziemi:
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W powyzszych réwnaniach przyjeto prostokatny uktad wspotrzednych
X, ¥, z, przy czym osie te skierowano odpowiednio na wschdd, poéinoc
i ku srodkowi Ziemi, poczatek uktadu za$ zwigzany jest z powierzchnig
rozdziatlu miedzy morzem i atmosfera. Sktadowe predkosci wzdtuz osi
uktadu wspo6trzednych oznaozono: u, v, w.

Z pozostatych oznaczen w réwnaniach ruchu wystepuja:
t — czas, f — parametr Coriolisa réwny 2 o sin ¢ o— predkos$¢ katowa
obrotu Ziemi dookota witasnej osi rowna 7,29.10-5 sek— @@ — szerokos$¢
geograficzna, q — gesto$¢ wody morskiej, p — cisnienie, k — wspoét-
czynnik lepkosci burzliwej charakteryzujacy wymiane pedu w kierunku
pionowym, A — wspotczynnik lepkoSci burzliwej, charakteryzujacy wy-
miane pedu w kierunku poziomym, g — przy$pieszenie sity ciezkosci.

Do rownan ruchu dodamy rownanie ciggtosci dla cieczy niescisliwej:

Jako niewiadome w roéwnaniach ruchu i ciggtosci wystepujg trzy skia-
dowe predkosci (u, v, w) oraz ci$nienie (p). Gesto$¢ (0) uwazamy za zna-
ng. Gdyby jednak wystapity procesy termodynamiczne zmieniajace
rozktad gestosci, to wtedy nalezy wprowadzi¢ dodatkowe rownanie ujmu-
jace te zmiany. Spos6b wyprowadzenia rownan ruchu oraz ciggtosci
i poczynione przy tym uproszczenia przedstawione zostaty przez Drueta
i Kowalika (1971).



Przejdziemy teraz do S$ciSlejszego sprecyzowania interesujgcych nas
zjawisk, a tym samym do wydzielenia uproszczonego ukitadu réwnan
z uktadu og6lnego przedstawionego powyzej. ROwnania opisujace prady
oraz zmiany swobodnej powierzchni morza réznig sie miedzy sobg, co
wynika przede wszystkim z roznego przebiegu tych zjawisk. W celu
okreslenia wielkosci i kierunku pradu na dowolnej gtebokosci wymaga-
na jest znajomos$¢ proces6w wymiany pedu w pionie, ktére charaktery-
zowane sg wspotczynnikiem lepkosci burzliwej (k).. Znajomo$¢ proceséw
wymiany pedu w pionie nie jest potrzebna w celu znalezienia geome-
trycznego ksztattu swobodnej powierzchni morza; wystarcza posiadanie
informacji odnosnie do wielkosci naprezen stycznych przy powierzchni
i dnie rozpatrywanego zbiornika wodnego, co znacznie upraszcza poszu-
kiwanie ksztattu swobodnej powierzchni.

Po tych wstepnych rozwazaniach przystgpimy do szczegdétowej ana-
lizy réwnan ruchu, najpierw w celu wydzielenia réwnan opisujacych
prady wiatrowe w morzach ptytkich, zblizonych wymiarami do Battyku.
Jak zawsze w rozwazaniach hydrodynamicznych, w celu wyprowadzenia
z réwnan ogoélnych rownania szczeg6towego, zastosujemy analize wymia-
rowg (Birkhoff, 1950). Wprowadzimy najpierw pewne charakterystyczne
wartosci zmiennych wystepujagcych w badanym zagadnieniu: charakte-
rystyczna predkos¢ pozioma (P) wynosi 10 cm/sek, wspdtczynnik lepkosci
burzliwej k= 102 cmZsek, wspotczynnik lepkosci burzliwej A — 107
cm2sek, charakterystyczne wymiary akwenu (w przyblizeniu odpowia-
dajgce Battykowi): pionowy (L2 — 100 m, poziomy (Lj) — 1000 km.
Wprowadzimy te wielkosci najpierw do rownania (1.4.), w rezultacie
otrzymamy:

(1.5)

skad dla ilorazu

Mozemy wiec stwierdzi¢, ze wielkos¢ predkosci pionowej jest zna-
cznie mniejsza od predkosci poziomej, zatem w réwnaniu ruchu wyra-
zenia zwigzane z predkoscig pionowg moga by¢ odrzucone w poréwna-
niu z innymi wyrazeniami.

Analizujac w podobny sposob pozostate cztony w réwnaniach ruchu
otrzymamy posta¢ uproszczong opisujacg prady w plytkich morzach:

(1.6)

(1.7)



(1.8)

Dodajmy, ze czion charakteryzujgcy tarcie odgrywa

znaczng role tylko w powierzchniowej warstwie mérz i oceandéw, w przy-
blizeniu do gtebokosci 100 m. W ogromnej masie wéd oceanicznych po-
nizej tej gtebokosci prady moga by¢ okresSlone réwnaniem réwnowagi
geostroficznej polegajacym na tym, ze sita Coriolisa znajduje sie w row-
nowadze dynamicznej z gradientem ci$nienia. W dalszych rozwazaniach
rozpatrywaé bedziemy wytgcznie ustalone w czasie prady; takie zaloze-
nie jest wynikiem pewnych trudnos$ci, ktére winny by¢ z czasem prze-
zwyciezone, a mianowicie nie znamy zaleznosci wspdétczynnika lepkosci
burzliwej (k) od przebiegu proceséw wymiany pedu w czasie.

Wprowadzimy dalsze przeksztatcenia réwnan ruchu; w tym celu roz-
wigzemy rownanie (1.8):

P= eg (z— D), (1.9)
gdzie i — zmiany poziomu swobodnej powierzchni morza wzgledem
potozenia réGwnowagi.

Zauwazymy, ze ci$nienie na swobodnej powierzchni z = § (X, y) row-
ne jest zeru. Dodatnie wartosci | odpowiadajg obnizeniu powierzchni;
wynika to z przyjetego uktadu, 0§ z bowiem skierowana jest do Srodka
Ziemi.

W prowadzajac wyrazenie (1.9) do réwnan (1.6) i (1.7), a jednocze$nie
uwzgledniajgc niezalezno$¢ od czasu, zapiszemy ostateczny ksztatt row-
nan opisujagcych prady wiatrowe:

(1.10)

(1.11)

Rownania powyzsze wykorzystane zostang do obliczeA pragdéw w mo-
rzach ptytkich zblizanych wymiarami do Battyku.

W Morzu Battyckim wystepuja dwa rodzaje pradow: 1. prady po-
chodzenia wiatrowego, ktorych pierwszg przyczyng jest naprezenie sty-
czne wiatru oraz 2. prady gestosciowe — efekt wlewéw wod stonych
z Morza PoOinocnego oraz nastepnego procesu mieszania sie tych wad
z wiasciwymi wodami Battyku.

Generacja pradéw wiatrowych nastepuje na swobodnej powierzchni
morza, tutaj tez wystepujg najwieksze predkosci, rzedu 10—100 cm/sek.
Z dala od brzegéw prady te w warstwie powierzchniowej z powodzeniem



moga by¢ oceniane za pomocg wzorow empirycznych wigzacych pred-
kos¢ wiatru i predkos$é pradu.

Prady gestoSciowe nie wykazujg wyraznych warstw, gdzie nastepuje
ich generacja. Wielko$¢ tych pragdow jest rzedu 1—2 cm/sek. Mogg one
zatem przy obliczaniu pradéw wiatrowych byé pomijane.

Wracajac do réwnan (1.10) oraz (1.11) zauwazmy, ze jednoznaczne
ich rozwigzanie otrzymamy tylko po sprecyzowaniu warunkéw brzego-
wych. Rozwigzanie tych rownan dla konkretnych mérz otrzyma¢ mo-
zemy wyltgcznie metodami numerycznymi przy wykorzystaniu maszyn
cyfrowych. Metody takie zostang wprowadzone w nastepnych rozdzia-
tach.

Przejdziemy teraz z kolei do poszukiwania geometrycznego ksztattu
swobodnej powierzchni ujetego réwnaniem

z=1(x,y, .

Zagadnienie to sformutujemy w ten sposéb,- aby procesy wymiany pedu
w pionie nie wptywaty na wynik ostateczny. W tym celu zamiast pred-

H
kosci poziomych u i v wprowadzimy wydatki objetosciowe Qx— / udz

H
oraz Qy — f vdz.
i
Roéwnaniami wyjsciowymi dla dalszych rozwazan bedg (1.6) i 1.7),
przy czym zamiast ciSnienia wprowadzimy wyrazenie (1.9). Catkujac te
robwnania od powierzchni z= £ (x, y, t) do dna z= H (X, y) otrzymamy:

(1.12)

(1.13)

Poniewaz naprezenie styczne () wyraza sie w postaci (patrz Druet i Ko-
walik 1971):

(1.14)

czton przedstawimy jako

gdzie indeksy £ oraz H oznaczajg odpowiednio naprezenia przy po-
wierzchni i przy dnie akwenu. Naprezenia styczne sg parametrami za-



leznymi od samych przeptywow oraz od wiasnosci aerodynamicznych
powierzchni, do ktérych sg przytozone. Ich wartosci zostang dokladnie
przedyskutowane w dalszych rozwazaniach.

Poniewaz w rownaniach (1.12) i (1.13) wystepujg trzy niewiadome
Qx, Qy oraz |, wprowadzimy dodatkowe rownanie, catkujgc réwnanie
ciggtosci (1.4) od powierzchni do dna zbiornika:

r , | f8u , . 5v , .
é"z [ 8x [ 8\T = <.15)
4 1y

Pierwsze wyrazenie z lewej strony réwne jest roznicy predkosci piono-
wej przy dnie i powierzchni morza:

w(z= h)y—w(z = 8). (1.16)

Przedstawiajac rownanie ksztattu swobodnej powierzchni jako z= 5
(x, y, t), predko$¢ pionowa przy powierzchni moze by¢ zapisana w po-
staci:

wz=a=%328, .8 (i.i7)

biorgc za$ za podstawe réwnanie powierzchni dna akwenu z= H (X, y)
otrzymamy dla predkos$ci przy dnie w (z = H):

dH 8H . 6H
w(z = H)— + (1.18)

wyrazenia drugie i trzecie z lewej strony réwnania (1.15) sa analogiczne
i moga by¢ przyjete w postaci:

K Su , 8 ? . 5H | §| » o

éS dz:&Aludz-Sju+teu' (1-19)

rSv, 8 ? , SH ,85

[ Sj7dz= 8" /vdz- 8 v+ 8 V' (L2°)
Wprowadzajac tak otrzymane wyrazenia (1.16),..., (1.20) do rdéwnania

ciggtosci (1.15) mamy:
N+ N =] (i,i,
Dalsze obliczenia wezbran sztormowych bedziemy prowadzi¢ na podsta-

wie uktadu réwnan (1.12), (1.13) oraz (1.21), wykorzystujgc odpowiednie
algorytmy rozwiazan numerycznych.



2. STOCHASTYCZNE UJECIE METOD PREDYKCIJI

2.1. Podstawowe ch?rakterystyki stochastyczne

W poprzednim podrozdziale przedstawiono metody analityczne pre-
dykcji procesow hydrodynamicznych w morzu; na podstawie warunkow
poczatkowych i brzegowych oraz wykorzystujgc réwnania ruchu i cigg-
tosci przewidywano zachowanie sie¢ mas wodnych w dowolnym czasie.

Nalezy podkresli¢ jednak, ze w celu badania ruchu cieczy niezwykle
cenne sg metody statystyczne, a szczegOllnie stochastyczne. Wynika to
stad, ze nie zawsze mozna sprecyzowaé¢ ruch z dostateczng doktadnoscia,
prawie zawsze bowiem wystepujg jakie$ elementy losowosci. Nawet
precyzujac przebieg zjawiska metodami analitycznymi, przypadkowos$¢
wkrada sie w momencie zadawania warunkéw poczatkowych i brzego-
wych. Warunki te znane sg tylko z pewnym przyblizeniem i w zwigzku
z tym réwniez rozwigzanie kohncowe zawiera pewien element losowosci.
Obserwujac jakie$ zjawisko w osrodku naturalnym nie mozemy go wy-
dzieli¢ w stanie czystym, gdyz zawsze towarzyszg mu inne zjawiska i to
rowniez jest przyczyng przypadkowosci w procesach oceanograficznych.
Metody stochastyczne pozwalajg w takim przypadku oceni¢ wpltyw zja-
wisk towarzyszacych.

Wprowadzenie metod stochastycznych zwigzane jest jednak z wy-
mogiem posiadania zbioru informacji o badanym procesie, a wiec nalezy
zna¢ jego przebieg w czasie lub przestrzeni.

Zajmiemy sie z kolei pewnymi prostymi zwigzkami wynikajgcymi
z teorii funkcji losowych zaktadajgc, ze nasze pomiary pradéw lub pozio-
mow stanowig realizacje funkcji losowych — f (x, y, z, t). Dokonujgc na
przyktad pomiaru predkosci pradu (V) w danym punkcie r, w skonczo-
nym przedziale czasu 2T, mozemy napisac:

VT(Lt)= V() dlat|séT, (1.22)
VT (rt)= 0 dla |t| > T.

Srednig wartoéé VT(t) okre$lamy za pomoca cakki:

t i+
vTi(Q =~ f V(f)dt=— / vT(t)dt. (1.23)
— —0

Energia kinetyczna jest wielkoscig proporcjonalng do $redniej od kwa-
dratu predkosci:



(1.24)

Wprowadzimy z kolei jedng z najbardziej przydatnych zaleznos$ci —
funkcje autokorelacji:

(1.25)
KT(h)y= 0 dla |h| > 2T.
Te funkcje przepiszemy w innej postaci (czesto stosowanej):
1 1«
KT(h) = ~ f V)V (t+h)dt = f VT(t)VT(t+h) dt, (1.26)

0 0

z ciekawszych wiasnosci funkcji autokorelacji warto zauwazy¢, ze przy
h= 0:

KT(h=G) = ~ [ V2dt, (1.27)
-T
a zatem jest to Srednia energia kinetyczna przeptywu. Dodajmy tez, ze
KT(h) ~ Kt (0), czyli funkcja autokorelacji, przyjmuje wartos¢ maksy-
malng przy h = o. W procesach losowych, w miare wzrostu przesuniecia
w czasie (h), funkcja autokorelacji zazwyczaj maleje.
Oprocz funkcji autokorelacji podstawowag wielkoScig jest transfor-
mata Fouriera tej funkcji, czyli widmowa gestos¢;

sT(@= + f Kt (h)e~iachdh, (1.28)

gdzie m jest czestoscig = —

Jesli funkcja autokorelacji jest funkcja rzeczywistg, to z wyrazenia
(1.28) otrzymamy:

st(co) = — J KT(h) cos wh d h = LJ KT(h) cos whdh (1.29)

—T 0

W przypadku predkosci pradu w morzu widmowa gesto$¢ charaktery-
zuje gestos¢ energii kinetycznej, a w przypadku zmian poziomow —
gesto$¢ energii potencjalnej.



Poniewaz widmowa gesto$¢ posiada tak jasng interpretacje fizyczna,
znalazta ona niezwykle obszerne zastosowanie we wszystkich modelach
stochastycznych procesow hydrodynamicznych w morzu.

Funkcja autokorelacji oraz widmowa gesto$¢ sa bardzo $cisle powia-
zane z transformatg Fouriera funkcji losowej.

Rozpatrzmy dla przyktadu transformate Fouriera (AT) predkosci pra-
du wyrazonej zaleznoscig (1.22):

(1.29)
oraz wielko$¢ sprzezong
(1.30)
Mnozac (1.29) oraz (1.30) stronami otrzymamy:
(1.31)
Oznaczajgc t2— tx= h, otrzymujemy z (1.31):
(1.32)

W ten sposob nie zawsze musimy oblicza¢ widmowg gestos¢ funkcji
autokorelacji; w wielu przypadkach wystarczy znalez¢ transformate
Fouriera badanej funkcji losowej. Ten rodzaj widmowej gestosci cha-
rakteryzuje rozktad energii drgan w jednym punkcie r. Dla opisu za-
leznosci drgan zachodzgcych w dwéch roznych punktach wprowadzimy
realizacje funkcji losowych v (t) oraz u (t); moga to by¢ na przykitad
zmiany poziomu, prady itp.

Rozwazymy funkcje wzajemnej korelacji w postaci:

Kvu(h)- 0 dla |h| > 2T
lub w innej postaci



Ku V(hy= ~ 7 UT(@{+ |)v T(t dt dla |h| ~ 2T,
\Vj 1 ' (1.34)
Kuv(h)y= 0 dla |h| > 2T.

Funkcja korelacji jest tu miarg zaleznosci drgan zachodzacych w reali-
zacjach u (t) i v ().
Rozbijemy funkcje korelacji wzajemnej na parzysta i nieparzystg czesc:

Kuv(h) = j [Kwv(h) + Kuv(—h)]+ ~ [Kuv (h) — KUV(— h)] =

= Euv+ Fuv. (1.35)
Widmowa gesto$¢ zapiszemy jako:

SuvV@=t | e_iwh(EuV+ Fuv)dh= Sc- iSo, (1.36)
gdzie: Sc — cze$¢ parzysta widmowa gestosci, SQ— cze$¢ nieparzysta.
Wyrazenie (1.36) stanowi baze zdefiniowania dodatkowych wielkosci

precyzujacych zaleznosci miedzy drganiami w dwoch réznych punktach.
Faze drgan 0 okre$limy wyrazeniem:

t* = tgo, (1.37)

koherencje za$ albo spojnos¢:

F2(0) = SuVS~v= Sc jrSQ, (1.38)
Su « Sv Su * Sv
gdzie gwiazdka oznacza warto$¢ sprzezona.

Teoretycznie spojno$¢ zmienia sie w przedziale od 0 do 1. Jezeli ba-
dane funkcje losowe zawierajg oscylacje z jednakowymi czestosciami
oraz réznica faz nie zmienia sie z czasem, to wtedy spdjnosé zawsze jest
rowna 1. W takim przypadku mozna twierdzié¢, ze drgania w dwoch rdz-
nych punktach pochodzg z jednego zrodta. Jesli za$ drgania opisane
przez realizacje u (t) i v () nie majg wspolnych czestosci lub tez réznica
faz zmienia sie w czasie, to spojnos¢ drgan dazy do O i mozemy twier-
dzi¢, ze badane zmiany pochodzg z r6znych generatorow.

2.2. Przeksztatcenia liniowe funkcji losowych — funkcja przenoszenia

Analizujagc uktad dynamiczny morze — atmosfera na przykiadzie
wahan powierzchni morza pod wplywem naprezenia stycznego wiatru
zaktadamy, Zze uktad ten charakteryzuje sie pewnymi statymi parame-



trami. Procesy zachodzace tutaj moga by¢ opisane za pomoca rownan
rézniczkowych ze statymi wspotczynnikami. Jezeli na wejsciu uktadu
znajduje sie proces losowy —x (t), a na wyjsciu proces losowy y (t), po-

Ryc. 1. Schemat uktadu dla jednej
zmiennej na wejsciu
Fig. 1. Diagram of the one dimensional
input variables

wstajacy w wyniku dziatania procesu x (t), to rozwigzanie mozemy
przedstawi¢ w postaci:

(1.39)

—oo0

gdzie: p (Y — funkcja charakteryzujagca wiasnosci uktadu przedsta-
wionego na ryc. 1
Przejdziemy z kolei w réwnaniu (1.39) od czasu do czestosci, w tym ce-
lu wykonamy transformacje Fouriera zgodnie z wyrazeniem (1.29):

<1.40)

Zamieniajgc kolejno$¢ catkowania w prawej stronie oraz wprowadzajac
zmienng ti = t — ¢ otrzymamy:

Jowendt N Fx (tpe 141dti = 2TP(co) X (@) = Y(co) (141

—o0 — o0

gdzie: X(co), P(co), Y(@) transformatory funkcji x(t), p(t), y(t).
Transformata P(<o) zwana jest funkcjg przenoszenia; opisuje ona witasno-
Sci uktadu mechanicznego na osi czestosci. Zastosujemy do uktadu przed-
stawionego na ryc. 1 poprzednio poznane wtiasnosci funkcji, przy czym
zaktadamy, ze funkcje rozwazane sg stacjonarne (Swiesiznikow 1965).

Przede wszystkim sprecyzujemy posta¢ funkcji autokorelacji procesu
wyjsciowego na podstawie procesu wejsciowego:



m
— f J pmypmkx(h + t2— -, dTjdtA (1.42)
—60—0
Widmowa gesto$¢ moze by¢ obliczona z wyrazenia (1.42) przez wprowa-
dzenie transformacji Fouriera lub tez drogg znacznie prostsza, wykorzy-
stujgc wyrazenie (1.32):

Sy(c) = m | Y(co)Y*(co) | = 4T 2P(co)P*(co) IX(CO)X*(CO) =

= 4T21P(co) 125x(co). (1.43)

Z wyrazenia (1.43) widzimy, ze znajagc witasnosci funkcji przenoszenia
P(co) oraz widmowa gestos¢ procesu wejsciowego Sx(co) z tatwoscig obli-
czymy widmowg gesto$¢ procesu Sy(co). Czesto jednak w prognozowaniu
procesOw wzajemnego oddziatywania morza i atmosfery stoimy przed
zadaniem odwrotnym: znamy z pomiardw widmowe gestoSci procesow
wejsciowych i wyjsciowych, a nie znamy funkcji przenoszenia. Co wiecej
spodziewamy sig, ze raz okre$lona funkcja przenoszenia bedzie nie-
zmienna w czasie i moze by¢ wykorzystana dla prognozowania proce-
sow wyjsciowych.

W tym celu wprowadzimy funkcje korelacji miedzy x(t) oraz y(t):

(00]
Kxy(h)y= J p (1) Kx(h — t) dt (1.44)
_m

oraz odpowiadajacg jej widmowg gestos¢:
Sxy (® = 2TP (co) SX(co); (1.45)

z tego wyrazenia znajdziemy funkcje przenoszenia; doda¢ jednak nalezy,
ze P(co) jest wielkoscig zespolona, a zatem charakteryzuje sie amplituda
1 fazg:

P @)= |P (c0]e-i<p (1-46)

Zgodnie z wyrazeniem (1.36) widmowa gesto$¢ (1.45) moze by¢ zapi-
sana w postaci:

Sxy ()= Sc— iSQ= 2T |P (00)|e-1* Sx (co). (1.47)

Przesuniecie fazowe procesu wyjsciowego wzgledem wejsciowego da-
je réwnanie (1.47):

gP= 17, (1.48)

PrzedstawiliSmy powyzej model bardzo prosty z punktu widzenia zja-
wisk zachodzacych w morzu, przewaznie jednak na wejscie uktadu dzia-
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Ryc. 2. Schemat uktadu dla wielu
zmiennych na wejsciu
Fig. 2. Diagram of the multi- dimen-
sional input variables

ta wiele proceséw. Na przykitad zmiany poziomu morza wywotane sa
wiatrem i ci$nieniem. Rozwazymy zatem uktad, kiedy na wejscie dziata
N procesdw (rys. 2). Powodujg one N wyjsciowych procesdw, ktdre su-
muja sie i w rezultacie otrzymujemy sygnat sumaryczny:

Y= £ Vi (1-49)
i=

Kazdy z proces6w moze by¢ przedstawiony w postaci:

®
Yi= [ Pi(*)Xi(t—T)dT. (1.50)
—©

W prowadzajagc przeksztatcenie analogiczne do wyrazenia (1.41), otrzy-
mujemy:

Yi (@) = 2TPi (co) Xi () = P\ (c0) Xi (c0). (1.51)
W dalszym ciggu nie bedziemy wyprowadzali wszystkich przeksztatcen,

a wprowadzimy tylko wyrazenia zwigzane z widmowymi gesto$ciami.
Poniewaz transformata Fouriera procesu wyjsciowego wynosi:

N N
Y (@@= JITYj@=  Pj)xi(o), (1.52)

to zgodnie z wyrazeniem (1.32) otrzymamy dla widmowej gestosci:

Sy = SYiyj= | |Y (c0o)J2= 7 £Yi (co)J ; Y*(co) =
i=1 =1

= z (co) p 31 H - (i-53)
i=l 3=1

Jezeli procesy x* oraz Xj (dla i~j) sa nieskorelowane, to widmowa ge-
stos¢ SXX= 0, a z wyrazenia (1.53) pozostaje:



(1.56)

Jest to wynik analogiczny do otrzymanego poprzednio (1.43).

Rozpatrzmy teraz z kolei korelacje miedzy sumarycznym sygnatem
wyjsciowym i dowolnym sygnatem wejSciowym Xj; wtedy dla widmo-
wej gestosci otrzymamy:

Sy.*, =£(Y (®)X*(«>)) =

e WX@X(®)= |2 A@s<w- 57)

Dla nas najbardziej interesujacy jest przypadek, kiedy na wejsciu ma-
my dwa procesy (wiatr i ciSnienie), a'na wyjsciu jeden (zmiany pozio-
mu morza), tutaj wyrazenie (1.57) przyjmuje postac:
SyX = Pi(«) Su (W) + P2()S2(co), (1.58a)
Syx2 (w) =PI ®) SI2 (0) + P2(W) S2 (®)- (1.58b)
Jak zawsze celem podstawowym przy tego rodzaju obliczeniach jest
okreslenie funkcji przenoszenia P x (co) oraz P2 (c0), a zatem:

Pi

Sy XxiS2— Sy~gSzi (1 59a)
A

P2

Syx2 SIITA:SyxiSIZ, (1.59b)

gdzie: A= Su S2— S2 S12
Dodajmy, ze podobnie jak w wyrazeniu (1.46) Pi i P2 sg wielkosciami
zespolonymi i charakteryzujg sie okreslong amplitudg oraz faza.

2.3. Estymacja niektorych charakterystyk losowych

W zagadnieniach praktycznych nie dysponujemy ciggtym zapisem re-
alizacji funkcji losowej w czasie (lub przestrzeni), lecz sg to wartosci
dyskretne pomierzone w chwilach ti, t2, ..., tN. Odstep czasu miedzy dwo-
ma kolejnymi pomiarami At= ti+t—tj nazywamy krokiem préobkowa-
nia albo kwantowania .

Funkcje autokorelacji (1.26) przedstawiamy w postaci sumy:

KP)= N ~L§ Viviep (L60)



gdzie: N — liczba pomiaréw odpowiada okresowi 2 T w wyrazeniu
(1.26), i — wskaznik biezacy odpowiada chwili czasowej t, p — wskaznik
odpowiadajacy h.
Widmowa gestos¢ wyrazonag catkg (1.29) rowniez mozna by przyjac¢ jako
sume:

s (©) = it £ K (hO cos (whj). (1.61)
i=0
Przy estymacji widmowej gestosci cigg pomiaréw od 0 do N jest jed-
nak rozbijany na krotsze ciagi, przy czym sumowanie przebiega tylko
do wartosci M, wybieranej z dodatkowych warunkow dotyczacych do-
ktadnos$ci oceny widmowej gestosci.
Widmowa gestos¢ bedziemy obliczaé za pomocag nastepujacej sumy:

rr M—1 “rr
S(p) = | Kq cos cos 71P- a-62)
gdzie: q — indeks sumowania, g= 0,1, .. M, M — maksymalna war-
tos¢ indeksu p.

Wspotczynniki autokorelacji w (1.62) wykorzystane sg z obliczen wy-
konanych na podstawie (1.60). Podobnie jak powyzej zapisa¢ mozemy
posta¢ numeryczng wspotczynnikéw korelacji i odpowiadajgce im wid-
mowe gestosci Sc oraz SQ.

Wartosci obliczone z wyrazenia (1.62) sg dalej wygtadzane filtrem
zaproponowanym przez Blackmana i Tuckeya (1958).

S'(p) = 0,23 Sp-j + 0,54 Sp+ 0,23 Sp+1, (1.63)

przy czym S-i= Sx SM+ti=SM.i.
Obliczona Sp zawarta jest w przedziale czestosci, ktorego warto$¢ $rod-
kowa wyraza sie nastepujaco:

a okres TD= 2n - -Z-M-"i‘-t(l.GS)

p @ p
Estymacja widmowej gestosci z zadang doktadnoscig zalezy od wy-
boru takich wielkos$ci, jak M, N oraz At. Czesto w obliczeniach praktycz-
nych powstaje pytanie, jakie warunki nalezy spetni¢, aby dwie wartosci
widmowej gestosci S (co) oraz S (0") mogty byé rozdzielone na osi cze-
stosci. Zgodnie z wyrazeniem (1.64) roznica czestoSci miedzy sasiednimi
wartosciami widmowej gesto$ci —



@ +i-CP=MAt (L66)

przy okreslonym kroku kwantowania At moze by¢ zmieniana tylko dro-
ga wyboru M. Bardzo waskie pasmo czestosci zas otrzymamy przy
M  oo. Niestety z drugiej strony zwiekszenie M wprowadza wieksze
prawdopodobienstwo biedéw losowych w trakcie estymacji widmowej
gestosci. Wynika to z tego, ze wariancja estymatora widmowej gestosci

°lp Jest oceniana za pomocg wyrazenia:

‘ip =fisp- (L67)

Widzimy zatem, ze przy wyborze M kierowaé sie musimy kompromi-
sem miedzy wysoka selektywnos$cig wystepujacych drgan (duze M) a mi-
nimalizacjg btedu przy ocenie widmowej gestosci (mate M). Te dwie
tendencje ujete zostaly za pomocag jednego parametru zwanego iloScia
stopni swobody (v):

v= T . (1.68)

Wykorzystujagc wartosci v obliczono przedziaty ufnosci dla Sp (na pod-
stawie rozkladu X2) z prawdopodobienstwem 95%. Takie przedziaty
przedstawiono w tab. 1.

Tabela 1
Przedziaty ufnosci Przedzialy ufnosci
Confidence interval v Confidence interval
2 0,21—40 15 0,55—2,4
3 0,32— 14 20 0,59—2,1
4 0,36— 8,3 50 0,69— 1,55
5 0,39— 6,0 100 0,78—1,35
6 0,42— 4,8 150 0,81— 1,27
8 0,46— 3,8 200 0,83— 1,23
10 0,49— 3,1 300 0,86— 1,18

Z danych w tab. 1 wynika, ze przy v= 20 i obliczonej widmowej ge-
stosci Sp=1, 0, wielko$¢ rzeczywista tej gestosci, z prawdopodobienstwem
95%, zawarta jest w przedziale 0,59—2,1.



2.4. Uwagi o zastosowaniu rozkltadow statystycznych w zagadnieniach
predykcji zjawisk dynamicznych w morzu

Dotychczas traktowaliSmy zbiér danych pomiarowych jako realizacje
funkcji losowych zaleznych od czasu lub przestrzeni. Nie wszystkie da-
ne moga by¢ tak rozpatrywane, nie zawsze bowiem stanowig one jed-
norodne szeregi czasowo-przestrzenne lub tez liczba danych jest w o0gé-
le niedostateczna dla estymacji widmowej gestosci. Jednak czasami taki
zbiér jest wystarczajacy dla ujecia ich w postaci zmiennych losowych
i odpowiadajgcych im rozktadow czestosci wystepowania. Uwagi te do-
tyczg przede wszystkim stan6w morza, odnoé$nie do ktérych zebrano
znaczng liczbe pomiarow. Dodajmy tez, ze bezpieczeAstwo urzadzen
brzegowych zalezy przede wszystkim od stanéw esktremalnych. Naj-
wyZzsze i najnizsze roczne stany wody sg przyjmowane za zmienng loso-
wa, co jest uzasadnione charakterem zjawiska. Obliczenia statystyk sta-
néw ekstremalnych rozwinety sie w hydrologii wdéd S$rodladowych, gdzie
rozktady prawdopodobienistwa najwyzszych stanow i przeptywoéw wody
sg podstawg przy projektowaniu wszystkich budowli pietrzagcych, watow
przeciwpowodziowych oraz innych budowli wznoszonych w korytach
rzek. W oceanografii zastosowanie tych metod rozpowszechnito sie w
ostatnich latach, przy czym obliczenia tego rodzaju wystepujg réwniez
w literaturze polskiej dotyczacej wezbran sztormowych i stanéw wody
(Wréblewski 1970).

Przy charakteryzowaniu zjawisk ekstremalnych ujmowanych jako
zmienne losowe wykorzystywac¢ bedziemy dwie funkcje rozktadu praw-
dopodobienstwa: dystrybuante i funkcje prawdopodobiefAstwa przewyz-
szenia.

Dystrybuanta F(x) zmiennej losowej x wyraza sie wzorem:

F(x) = f f(x)dx, (1.69)
_q)

funkcja za$ prawdopodobienstwa przewyzszenia:

(09)
p(x) = J f(x) dx. (1-70)

X

W powyzszych wzorach f(x) oznacza gesto$¢ prawdopodobienstwa. Okres
powtarzalnosci zjawisk zwigzany z dystrybuantag wynosi T(x) = Fo

W praktyce oczywiscie powyzsze catki zamieniane sg odpowiednimi
sumami, operuje sie bowiem zmiennymi dyskretnymi. Otrzymane rozkia-



dy wyréwnuje sie za pomocg teoretycznych rozktadéw typu ciggtego.
W przypadku dostatecznie doktadnego wyréwnania punktow dystrybu-
anty empirycznej za pomocg rozktadu teoretycznego mozliwa jest ekstra-
polacja, za pomocg krzywej teoretycznej, poza przedziat otrzymany z
pomiarow. Poniewaz wyniki obliczen wyrazone sg zazwyczaj za pomo-
cg przyporzadkowania okre$Slonemu maksymalnemu stanowi odpowied-
niego okresu powtarzalnosci wyrazonego w latach, ekstrapolacja umo-
zliwia obliczanie maksymalnych stajndw morza o powtarzalnosci na przy-
ktad 1 tys. lat na podstawie kilkudziesieciu lat pomiarow. Trzeba jednak
zaznaczy¢, ze przebieg ekstrapolowanej krzywej teoretycznej poza obsza-
rem wyznaczonym przez pomiary jest w sensie matematycznym tylko
hipotezg statystyczng. Sprawdzanie zgodno$ci z danymi pomiarowymi do-
konuje sie za pomocg testow.

Zagadnienia te oraz szereg pokrewnych wytozone w sposéb jasny i
precyzyjny znalez¢ mozna w monografii Kaczmarka (1970).

Stany minimalne dopiero od lat sze$¢dziesigtych staty sie przedmio-

tem badan statystyki matematycznej, zapoczatkowanych przez Gumbela
(1954).

I. USTALONE PRADY POCHODZENIA WIATROWEGO
W MORZACH PLYTKICH

1. WSTEP

Istnieje kilka hydrodynamicznych modeli opisujgcych wiatrowe pra-
dy w morzach zamknietych. Najwyrazniej jednak zjawiska fizyczne po-
wstawania pragdéw zostaty przedstawione w modelu Ekmana (1905, 1923).
Naprezenie styczne wiatru jest podstawowg sitg zewnetrzng powodu-
jaca przekazanie pedu w kierunku pionowym i powstawanie pradu dry-
fowego. W tym samym czasie obecno$¢ brzegu prowadzi do zmiany po-
ziomu morza i wystepuje druga sktadowa pragdu — wywotana nachyle-
niem powierzchni morza.

W liniowym modelu Ekmana prad jest superpozycjg dwdch powyz-
szych sktadowych, co wynika z superpozycji rozwigzafA niejednorodnego
rownania rozniczkowego. Ogolnie zatem predko$¢ pradu (u) moze by¢
zapisana w postaci:

U = fi(t)-ff2(v]), (2.1)



gdzie: fj (¢) — sktadowa pradu wywotana naprezeniem stycznym wia-
tru T,
U (VE) — skladowa zwigzana z nachyleniem powierzchniy |.

Pierwsza skladowa rownania 2.1 jest Scisle okre$lona, gdyz napreze-
nie styczne wiatru jest znang funkcjg predkosci i kierunku wiatru nad
obszarem morskim.

Druga sktadowa w tym rownaniu jest nieznana i dlatego nalezy wska-
za¢ dodatkowe réwnania okreslajagce nachylenie powierzchni morza. Wy-
nikajg tu jednak pewne trudnosci, przede wszystkim cisnienie wywotane
nachyleniem powierzchni morza nie dociera do dna, lecz ulega tlumie-
niu na skutek obecnosci gradientu gestosci. (Ten czynnik powoduje, ze
na pewnej gtebokosci V 1= 0). Innego rodzaju trudno$¢ wynika z bra-
ku wiadomosci o pionowym wspdiczynniku lepkosci burzliwej i jego
zaleznosci od wiatru, gtebokosci itp. Te trudnos$ci zazwyczaj zmuszajg
do korzystania z metody catkowania w pionie przeptywoéw poziomych,
co prowadzi w rezultacie do obliczania wydatkow objetoSciowych za-
miast pradu.

W morzach ptytkich, gdzie baroklinowos¢ nie odgrywa powaznej roli,
zmiany ci$nienia wywotane nachyleniem powierzchni akwenu przeka-
zywane beda w gtgb bez ttumienia. W niniejszym opracowaniu morze
ptytkie charakteryzuje sie brakiem zjawiska baroklinowosci.

Mozna zatem scatkowaé w pionie rdwnanie Ekmana dla pradu i na tej
drodze otrzyma¢ dodatkowe réwnanie w celu okreslenia nachylenia po-
wierzchni morza. To pozwoli za pomocg réwnania 2.1 otrzymacé pole
pradu w morzu. W wielu przypadkach znalezienie nachylenia powie-
rzchni z réwnan rézniczkowych opisujacych zmiany poziomu wody jest
celem zbyt trudnym, gdyz warunki graniczne nie zawsze dajg sie spre-
cyzowaC w sposéb oczywisty. Zazwyczaj, aby omingé te przeszkode,
wprowadza sie funkcje pradu i poszukuje sie rozwigzania eliptycznych
rownan rozniczkowych dla funkcji pradu.

W morzu rzeczywistym, w zwigzku z wystgpieniem wysp, wylania
sie problem dodatkowy. Obszar catkowania zmienia sie z jednospdjnego
w wielospojny i aby otrzymaé¢ wartos¢ funkcji pragdu nalezy wprowadzié
pomocnicze warunki brzegowe. Podstawowe zatozenia dla tych warun-
kdw mozna znalezé w teorii sprezystosci, a jednym z pierwszych, ktéry
sprowadzit takie warunki do zagadniehn dynamiki morza, byt Kamenko-
vitch (1961).

Teoria Ekmana ulegta wielu powaznym zmianom w pracach Felzen-
bauma (1960), Saint-Guilly’ego (1959, 1962) oraz Welandera (1957).



2. ROWNANIA EKMANA

Roéwnania Ekmana dla pragdéw ustalonych moga by¢ zapisane w po-
staci rownan (1.10) oraz (1.11):

5 52u

v-ogio+ kid-o Q2>
55 5%

fU=g 8y " k522 » 931

Warunki graniczne na powierzchni morza (z— £go 0)
bierzemy w postaci:

xx= -Q kA~; * = (2.4)
a przy dnie (z= H):

u= v= 0. (2.5)

W celu znalezienia rozwigzania uktadu réwnan (2.2), (2.3) z warunkami
granicznymi (2.4), (2.5) pomnozymy réwnanie (2.3) przez liczbe urojong
i= ]/—1, a nastepnie dodamy stronami (2.2) i (2.3).

Rozwigzanie wyniktego rownania rdzniczkowego jest sumg rozwigzan
rownania jednorodnego i niejednorodnego:

rsha (H— 2)
R aokchaH
o M : <2-6)
gdzie:
« = @+ 0); T= tx+ iTy;

8x 8y o

Zauwazmy, ze w rownaniu (2.6) sktadowa zwigzana ze zmianami po-
ziomu morza (K) jest nieznana. Aby znalez¢ te skiadowg zalozymy, ze
w morzu ptytkim zmiany poziomu morza nie sg ttumione przez pionowy
gradient gestosci. W tym przypadku warto$¢ K w rownaniu (2.6) jest
niezalezna od gtebokosci. Powyzsze zatozenie stwarza mozliwo$¢ wy-
prowadzenia dodatkowego réwnania dla wielkosci K poprzez catkowanie
w pionie rownania (2.2) oraz (2.3).



3. ROWNANIA WYDATKU OBJETOSCIOWEGO | FUNKCJI PRADU

Catkujgc rownania (2.2) i (2.3) w pionie od powierzchni (£) do dna (H)
otrzymujemy:

wQy= gHE + tx—rQXx, 2.7

fOx= gHO + xy—rQy, (2.8)

gdzie:

H

Qx= | udz,i Qy—:] vdz

sg sktadowymi wydatku objetoSciowego (Q).
Naprezenia styczne przy dnie:

i 8u oraz ok 1

ek& z=H SZ z=H
sg przyjete w postaci liniowej jako rQx oraz rQy ze stalym wspotczyn-
nikiem tarcia r. Wartos¢ tego wspoétczynnika bedzie podana dalej (Stale
fizyczne w zagadnieniu ustalonych pradéw wiatrowych).

Istotne jest; ze rozwigzanie (2.6) oraz réwnania (2.7) i (2.8) otrzymano
przez wprowadzenie dodatkowego zatozenia, mianowicie, ze zmiany po-
ziomu morza (E) sg znacznie mniejsze od gtebokosci morza w danym
punkcie. Wylacza to w dalszych rozwazaniach strefe ptytkowodng mo-
rza, gdzie | Si H.

Réwnania (2.4) oraz (2.5) charakteryzujg warunki brzegowe na po-
wierzchni i przy dnie. Za pomocg wydatku objetoSciowego mozna zna-
lez¢ warunki przy brzegach mérz. Mianowicie normalng do brzegu skia-
dowg wydatku objetoSciowego przyjeto jako zero:

Q,= 0. (2.9)
Podstawowy cel naszych obliczeA — okreSlenie kierunku i predkosci
pradu w akwenie morskim — bedzie osiagniety, jezeli obliczymy na-
chylenie poziomu morza Jrf%_ i (gy— z rébwnan (2.7) i (2.8). Wprowadza-

jac dalsze przeksztatcenie réwnan, zauwazymy przede wszystkim, ze
robwnanie ciggtosci dla wydatku objetoSciowego mozna zapisaé w postaci:

e* + Bz = 0. (2.10)
0X oy



Powyzsze réwnanie bedzie rowniez spetnione, jezeli zastosujemy funkcje
pradu w postaci:

(2-n)
Rézniczkujgc réwnania (2.7) i (2.8) oraz uwzgledniajagc (2.10) i (2.11) do-

chodzimy do réwnania koncowego, ktére nie zawiera sktadowych — |
5]
5y °

r 1 J HV)- 1 (VH.vT)+ pn =

= (rotx)z+ — Ty—j- Txj, (2.12)

gdzie symbole zdefiniowano w sposéb nastepujacy:

_ 52, 52 . .
A= 5?54 Byz dwuwymiarowy laplasjan,

/SH &P  5H 5)4/\ . -
J(H, W) — fy — 8y bx) — dwuwymiarowy jakogian,
y =i j — dwuwymiarowa nabla,
(\7H. ywW) — dwuwymiarowy iloczyn skalarowy,

(rott) z — pionowa (z) sktadowa rot x,

ft—e«— — zmiany parametru Coriolisa (f) z szeroko$cig geograficzna.
Sy
Wyrazenie zawierajace fi bedzie pominiete w dalszych obliczeniach.
Warunki brzegowe dla réwnania (2.12) moga by¢ znalezione, jesli za-
tozymy, ze linia brzegowa opisana jest analityczng krzywg ro (X, V).

W tym celu wybierzemy dwa kierunki: prostopadty (n) oraz styczny (s)
do tej krzywej, tak jak pokazano na ryc. 3. Wtedy warunki brzegowe
(2.9) przyjmuja postac:

Qn— a

W (s) — const = CO. (2.13)

W ten sposéb zagadnienie wydatkow objetoSciowych zostato przedsta-
wiane w postaci rownania eliptycznego (2.12) z warunkiem brzegowym
(2.13), co charakteryzuje tzw. problem Dirichleta.



Wydaje sie, ze nasz cel — znalezienie metody obliczen pola predkosci
pragdu — zostal w ten sposdb sprecyzowany. Postepujemy wzduz pew-
nego tancucha rownan, poczynajac od (2.6) i konczac na rownaniu (2.12).

Nastepnym krokiem bedzie wigczenie wysp do przedstawionego za-
gadnienia. Niech rlif r2 ... rn bedg konturami opisujgcymi wyspy, we-
wnatrz podstawowego konturu r o, jak pokazano na ryc. 3.

Ryc. 3. Przyktad obszaru wielospéj-
nego
Fig. 3. Example of multiple con-
nected area

Wtedy warunek (2.13) bedzie wazny na kazdej wyspie w postaci:
Alr0= co;wl|rr= ci;™|rn= cn. (2.14)

Zagadnienie jednak jest nadal nie sprecyzowane, gdyz state Ci, Cn sg
nieznane. W przypadku, kiedy nie ma wysp (obszar jednospéjny), przyj-
mujac [ro= CO jako zero, z tatwoscig dochodzimy do rozwigzania
rownania (2.12).

Ten przypadek nie odnosi sie do obszaru wielospojnego. Oczywiscie
.mozna zatozy¢ okreslong warto$¢ dla pewnej niewiadomej sposrod wiel-
kosci Ci, Cn i dla utatwienia dalszych obliczen przyjmujemy wielko$¢
CO0= 0. Ostatecznie mozemy sprecyzowaé¢ nasze zadanie jako poszuki-
wanie rozwigzania réwnania (2.12) w obszarze wielospdjnym z nastepu-
jacymi warunkami granicznymi:

'Plro= 0; Wi ri= ci; .,\;|lrn= c,,. (2.15)

4. ROZWIAZANIE ZAGADNIENIA DIRICHLETA W OBSZARZE
WIELOSPOINYM

Zat6zmy dla utatwienia dalszych rozwazan, ze state Ci, .., Cn sa zna-
ne. Réwnania (2.12) i warunki graniczne (2.15) sa liniowe; stwarza to
mozliwo$¢ uzycia zasady superpozycji przy konstruowaniu rozwigzania
rownania (2.12) jako sumy rozwigzan niejednorodnego réwnania z jedno-



rodnymi warunkami granicznymi (CD=, ..= Cn= 0) oraz jednorodne-
go rownania z niejednorodnymi warunkami brzegowymi (C0* 0 lub
Cizfc0 lub C2 0, .. lub Cn 0). Na podstawie powyzszego rozwigza-
nie (2.12) jest sumg:

v="P0+ VCA, (2.16)
k=1
gdzie:
'Po— rozwiagzanie (2.12) z jednorodnymi warunkami granicznymi
Irc="01 -...= vOlrn=q (2.17)

\;k— jest rozwigzaniem jednorodnego réwnania (2.12) z nastepujagcymi
warunkami granicznymi:

Irk= i, TK|rO« wK|r|=... = wk|lrn a (218)

Poszukujac rozwigzania zagadnienia Dirichleta w postaci sumy (2.16),
definiujemy wartosci graniczne funkcji pradu na konturach 1*..., Tn jako
1, jakkolwiek wartosci statych Ci, C2.., Cn sa nadal nieznane. Wprowa-
dzimy tutaj pomocnicze warunki zwigzane z catkowaniem wzdiuz kon-
tur6w w obszarze wielospojnym. Zatézmy, ze poruszamy sie wzdiuz
konturu Tk; po przybyciu do punktu, z ktérego wyszliSmy stwierdzamy,
ze wielkosci takie, jak p, u, v, itp. nie ulegaja zmianie, gdyz wartosci
te odnoszg sie do stanu stalonego. Na przyktad dla funkcji pradu,
d'!'= 0, wokot rk, podobnie dla zmian poziomu morza df — 0. Waru-
nek ten mozna ujgé¢ réwniez w postaci catkowej:

f H d s = j1 te<te): 0 (219)
rk rk

Warto$¢ takiej catki zalezy od kierunku ruchu woko6t konturu Tk, jak
przedstawiono na ryc. 3.

Wykonujagc catkowanie wok6t kazdego konturu r I .. rn, otrzymamy
n warunkéw dla okreslenia n nieznanych statych (Cj, ... Cn). W tym celu
przepiszemy rownania (2.7) i (2.8) w postaci wektorowej:

AFIF «1% VI+d= P -, (2.20)

Mnozgc réwnanie (2.20) skalarowo przez ds i catkujagc woko6t konturu
Fk, mamy:

1!; (J&g([i g]eds) = nl (vgd7) +r) ;(t—rQ)d7. (2.21)



Biorgc dalej pod uwage warunki graniczne dla wydatkow objetoscio-
wych (2.9) oraz réwnanie (2.19) wyrazenie (2.21) przyjmuje postac:

r SW

oH 3 e A . gH sn ds, (2.22)
*Kk Ik
gdzie: ts, Qs — skladowe naprezenia stycznego wiatru oraz wydatku

objetoSciowego w kierunku s, gH = c2
Podstawiajgc ostatecznie (2.16) do (2.22) otrzymujemy uktad rédwnan
dla zdefiniowania niewiadomych statych Ci, C2 ..., Cn:

(2.23)
rk rk \ =1 |
gdzie: k = 1, 2, n

5. STALE FIZYCZNE W ZAGADNIENIU USTALONYCH
PRADOW WIATROWYCH

Jak dotad nie omawialiSmy statych fizycznych zakladajgc, ze sg one
znane. Oczywiscie ten przypadek nie zawsze zachodzi. Powréémy do
rownania Ekmana (patrz s. 25). Wystepuje tutaj: gestos¢ wody p (zakla-
damy, ze woda jest jednorodna oraz Q= 1 CGS), parametr Coriolisa
f (w modelu Morza Bahyckiego f<=10-4 CGS), przy$pieszenie ziemskie
g= 981 CGS, naprezenie styczne wiatru:

T« 7TW2 (2.24)

gdzie: y = 3.2 10-6 CGS oraz W — predkosé wiatru (wyrazona w jed-
nostkach CGS).

Najwazniejszym parametrem jest wspoOtczynnik lepkosci burzliwej k.
Wiedza o tym wspétczynniku, jako funkcji predkosci wiatru (W), ge-
stoSci wody morskiej (9), gtebokosci morza (H) oraz parametru Coriolisa
(f), jest podstawg dla obliczenia predkosci pradu (rownanie 2.6).

Ogolnie przyjete postepowanie wydaje sie niewlasciwe, kiedy otrzy-
muje sie najpierw rozwigzanie rownania (2.6), a nastepnie wybiera sie
wspétczynnik lepkosci (k) z przedziatu 1 do 103 CGS w taki sposéb, aby
otrzymac najlepszg zgodnos$¢ z doswiadczeniem.

Zalezno$¢ wspétczynnika lepkos$ci burzliwej od cytowanych powyzej
parametrow byta podana przez Felzenbauma (1960). Wykorzystywaé be-
dziemy dwa wyrazenia: (1) dla morza ptytkiego (w sensie Ekmana), kie-
dy sita Coriolisa nie odgrywa znacznej roli (zauwazmy, ze nasza defi-
nicja morza ptytkiego jest zwigzana z efektem baroklinowosci):



ki= 0.54+10-4 HW, (2.24)
(2) dla morza gtebokiego, kiedy prady nie zalezg od gtebokosci:

ko= 47+10-8Y2= 474102 W2 (2.25.)

Przyrownujac (2.24) oraz (2.25) otrzymujemy:
w
Hi= 8.7 *10-4 . (2.26)

Jest to gtebokos$¢, ktéra rozdziela dwa obszary, gdzie sg odpowiednio
wyrazenia (2.24) oraz (2.25) spetnione; je$li zatem gtebokos¢ w danym
punkcie jest H, mozemy wykorzystywaé wyrazenie (2.24) lub (2.25) zgo-
dnie z nastepujgcymi nieréwnos$ciami:

jesli Hi> H, wtedy k = Kki,

s (2.27)
jesSli Hj <CH, wtedy k = k2

W podrozdziale 3 (réwnania wydatku objetoSciowego i funkcji pradu)
wprowadzono stalg r w zwigzku z tarciem przy dnie. Wspoétczynnik ten
dla matych gilebokosci moze by¢ wyliczony na podstawie wyrazenia
otrzymanego przez Ekmana (1905):

jtk kK
r= 4Hi=HA (2:27)

Rzad wielkosci r zawiera sie w granicach 10-4 do 10-6 CGS. W na-
szych obliczeniach przeprowadziliSmy kilka eksperymentéw, przyjmujac
r z przedziatlu 10-5-r-10—6 CGS i doszliSmy do podobnego wniosku jak
Lauwerier (1962), a mianowicie, ze mate zmiany r nie wptywajg prak-
tycznie na ostateczng warto$¢ wydatku objetoSciowego.

6. NIEKTORE UPROSZCZONE MODELE

Obliczenia rozpoczniemy od uproszczonego modelu prostokathego mo-
rza o bokach a= 200 km wzdtuz osi x i b= 100 km wzdluz osi y.

Celem tego doswiadczenia bedzie zbadanie rozktadu pragdu w zwiazku
z roznymi wiatrami, nachyleniem dna i obecnosciag wysp w akwenie
morskim.



6.1. Stata gtebokos$¢ oraz silne zawirowanie wiatru

Zaktadajac statg gtebokos¢é H = 50 m i staty wiatr wiejacy w kierun-
ku x z predkoscig zmieniajacg sie wzdtuz osi y (ryc. 4), otrzymujemy
dla rownania funkcji pradu (2.12) nastepujace wyrazenie:

AN = 47 (2.28)
Sy
z warukowymi brzegowymi:
(0,y) = W, 0)= (a,y)= V (x,b)= 0. (2.29)

Przyjmujac dalej predko$¢ wiatru w postaci W = Wx= qy, réwnanie
(2.28) przepisujemy jako:

M™=ay (2.30)
' g!izi'e: q’ =--_2_(_Xr_(&2 _
Rozwigzanie rownania (2.30) znane jest w teorii sprezystosci (patrz Kac

1956) w postaci:

, rut
@ Sil — X
= l_ - - 1] /\ ____________ M [13
X 4q 3!\;y2 b2) ﬁ H3Zj n3 .. nn SN u£X' (2.31)
n—o sti ™~ a

Jednocze$nie rozwigzanie numeryczne réwnania (2.28) z tatwoscig mo-
ze by¢ znalezione poprzez wprowadzenie réznic skorniczonych (patrz
Smith 1965, Collatz 1955):

+ V(I k+ D+ 113, k— 1) — 4W(j, K] =

™G,k 1) tx(k 1 ,0 00,
R 2As ’ ( ’

gdzie: Ax= Ay — As— wymiary siatki obliczen numerycznych, j, k
— wskazniki siatki odpowiadajace wspétrzednym x oraz y.

Rozwigzania rownania (2.32) poszukiwa¢ bedziemy metodg iteracji,
przyjmujac (2.32) w postaci:

vV U k) G+ 1k+ V(- Lk +

¥ (G k+ 1)+ WG k- 1]+ ~ [x( k— 1) — tx(j, k+ 1)]. (2.33)



W celu przedyskutowania zagadnienia zbieznoSci procesu iteracyj-
nego przepiszemy (2.33) w ogdlnej postaci:
TG k=a(+ LkywW({+ 1,k +
+a(—LKkW({—1,k+ ag,k—1)W({ k—1)+
+a(, k+ )V (G k+ 1)+ F( k). <2.34)

W ten spos6b zamiast poszukiwania rozwigzania réwnania rozniczkowego
czastkowego poszukuje sie rozwigzania uktadu réwnan (algebraicznych)
liniowych ze wspétczynnikami a (j, k) oraz z cztonem niejednorodnym
F @, k).

Warunki dostateczne dla zbieznoSci rozwigzania takiego uktadu row-
nan, przy poszukiwaniu rozwigzania metodg iteracji, byty dyskutowane
wielokrotnie (patrz Faddeeva, 1959). Nakladajg one ograniczenia na
wielkosci wspotczynnikéw a (j, k) w rédwnaniu (2.34). Jeden z tych wa-
runkéw wyraza sie nierdwnoscia:

I5la(j, k)|<I. (2.35)

k
W rownaniu (2.33) wspotczynniki a (-f- 1L, k)= .a= (j,k— U4 i roz-
wigzanie z tatwos$cig otrzymujemy metodg iteracji. Wyniki obliczen dla
rownania (2.33) podano na ryc. 4.
Asymetria w rozktadzie linii pragdu moze by¢ odniesiona do rozkiadu
wiatru wzdtuz osi y. Poniewaz wydatek objetosciowy jest znany, z tat-

Ryc. 4. lzolinie funkcji wydatkéw objetosciowych. Liczby wyrazajg wydatki
w milionach m3/sek

Fig. 4. Isolines of the function of volume transport. The numbers represent millions
of cbm/sec
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woscig obliczymy -— oraz na podstawie rownan (2.7) i 2.8). Wpro-

wadzajgc te wartosci do réwnania (2.6) dochodzimy do predkosci pradu.
Prady powierzchniowe, obliczone sposobem opisanym powyzej, zobra-
zowano na ryc. 5.

50cm/s

Ryc. 5. Prady powierzchniowe odpowiadajace rozktadowi wiatru z ryc. 4
Fig. 5. Surface current corresponding to the wind pattern in Fig. 4

Jak wynika z ryc. 5 najwieksze wartosci predkosci pradu (do 150
cm/sek) obserwuje sie w tej czeSci akwenu, gdzie wiatry sg najwieksze.
Ale duze predkosci pragdu nie moga by¢ odniesione tylko do wiatru. Na-
chylenie powierzchni wywotuje prady do 70 cm/sek, o czym przeko-

Ryc. 6. Predko$¢ pradu w zaleznosci od gtebokosci
w punkcie o wspoétrzednych x — 120 km, y = 20 km,
na ryc. 5

Fig. 6. Current velocity as a function of depth at the
point x = 120 km, y=20 km in Fig. 5

na¢ sie mozna z danych w dolnej czesci ryc. 5 Dla przedstawienia za-
leznosci predkosci pradu od gitebokosci wybrano punkt o wspotrzednych:
X = 120 km oraz y <=20 km (ryc. 6).



Pionowy rozktad predkosci w tym punkcie nie wykazuje zaleznosci
od sity Coriolisa.

Aby uzupetni¢ powyzszg analize nalezy podkresli¢, ze silne zawiro-
wania wiatru wystepujgce w stanie ustalonym sg zjawiskiem rzadkim
w przyrodzie, a podstawowym celem przedstawionego modelu bylo zba-
danie wptywu duzych réznic predkosci wiatru na zjawiska pradow
W morzu.

6.2. Stata warto$¢ naprezenia wiatru i niejednorodne dno

Zatozmy, ze gteboko$¢ morza zmienia sie wzdtuz osi x, w postaci
H= 25¢10-4x + 25102 (cm), potudniowy wiatr za$ wieje ze stalg
predkosciag W = Wy= 8 m/sek. Réwnanie (2.12) przyjmuje postac:

rA'lk+ i » 5% _ L ™ W ?y = i 5Ht ,2 36)
H 5x Sy H 5x 8x S5X HSx vy
W tym rownaniu zachowaliSmy wyrazenie P — , aby wykazac, ze

nie tylko zmiany parametru Coriolisa, ale i zmiany gtebokosci akwenu
mogg prowadzi¢ do zwiekszenia predkosci pradéw przy brzegach mor-
skich (Neumann 1958; Garner D.M. 1962). Stommel (1948) wyjasnit wzrost

predkos$ci przy zachodnich brzegach ocean6éw poprzez wyrazenie X ,

ale z réwnania (2.36) wynika, ze wyrazenie to moze by¢é kompensowane,
kiedy:

Zatem je$li gteboko$¢ zmienia sie w postaci funkcji wyktadniczej H =
= llo exp|"j, nie bedziemy obserwowal zwiekszenia predkosci pradu
przy brzegach odniesionego do zmian parametru Coriolisa. W dalszych
rozwazaniach przyjmujemy (SE( = 0 i rozpatrzymy asymetrie przepty-

wu zwigzang z niejednorodng gtebokoscia.

Dodajmy, ze w prawej czesci rownania (2.36) wystepuje czton wymu-
szajacy, zalezny od wzajemnego oddziatywania naprezenia stycznego
wiatru (ty) oraz nachylenia dna.

Przystepujac do rozwigzania rownania (2.36) metodg iteracji zapiszemy
to rownanie w postaci réznic skonczonych:



% (i,k) = [r+ &(Qk)]'0, (Li<+ i) +

+ =] a1, K) +[1I=TM ] \Mjik_ 1+

+ [E=fjtli'la+ik)-4frak), 23)
gdzie:
b (j, k) = H(jl,k) H( + I,k)4—H(j—I,k)
r H(G+ 1,k H({— 1 k)
T H (. k) 4
P /e % (j,k) H({-f-,kl—H({— 1Kk
SN ] || g p— p ] Yy A—" '

Jak wiemy z uprzedniej dyskusji, zbiezno$¢ metody iteracji zalezy od
wspoOtczynnikow przy funkcji:

¥ bk+ 1),..V({i—21Lk)eJeslia(i,k)= b(, k)= 0
otrzymujemy poprzednie wartosci wsp6tczynnikdw réwne 1/4. W row-
naniu (2.38) trudnosci zwigzane sg ze wspdiczynnikami a (j, k), poniewaz

wyrazenie rraik moze byc wieksze od 1, stad me zawsze mozemy
zapewni¢ zbiezno$¢ metody iteracji.

Najprostsze rozwigzanie tego zagadnienia polega na zamianie wzoru
symetrycznego dla pierwszej pochodnej na wyrazenie asymetryczne:
5~ W(j+ I,k)- W(J’rk)

8x “ As (2'39)

5V_W(j,k) —V(j_I,k)
8x “ Acs . (240)

Uwzgledniajgc te wyrazenia w rownaniu (2.38) zmniejszymy dokitad-
no$¢ obliczen, co moze by¢ zrekompensowane zmniejszeniem odlegtosci
miedzy weztami siatki numerycznego catkowania. Wprowadzajagc wyra-
zenie (2.39) do réwnania (2.38) otrzymujemy:

k)= 8r+ 2(b|+ k+ 1)-@r+ Ibl b)+
+ W@, k—21De@r+ |b] + b) WG+ Lke@+ |a] + a) +

V(G-1,k, (2r+ lal - a)]+ 8r+ 27 + |bD)F (,k). (2.41)



Obliczona na podstawie rownania (2.41) funkcja pradu zostata wy-
kreslona na ryc. 7.

Poniewaz w modelu tym przyjeliSmy statg predko$¢ wiatru, niejedno-
rodnosci w rozktadzie funkcji pragdu mogg by¢ odniesione tylko do na-
chylenia dna.

Ryc. 7. lzolinie funkcji wydatkéw objetoSciowych w morzu z niejednorodng gtebo-
koscig. Liczby na rycinie wyrazajg wydatki w min m3/sek
Fig. 7. Isolines of the function of volume transport in, a sea with non-uniform
depth. The numbers represent millions of cbm/sec

Stosujac dalej przyjeta poprzednio metode, obliczamy predkosci pradu
powierzchniowego ryc. 8). Zwiekszone predkosci pradu zaobserwowano
przy potudniowym brzegu morza.

75 cm/S
Ryc. 8. Rozktad pradu powierzchniowego odpowiadajgcy rozktadowi wiatru zryc.7
Fig. 8. Surface current corresponding to the wind pattern in Fig. 7



Poréwnujgc ryc. 7 i 8 widzimy, ze zardwno prad powierzchniowy, jak
i kierunek wydatku masowego moga sie znacznie rézni¢ w obrebie oma-
wianego obszaru. To zjawisko wyptywa z szybkiej zmiany kierunku pra-

Ryc. 9. Zalezno$¢ predkosci pradu od gtebokosci
w punkcie ze wspétrzednymi x = 120 km, y = 20 km,
na ryc. 8

Fig. 9. Current velocity as a function of depth at the
point x = 120 km, y = 20 km in Fig. 8

du z gtebokoscia, jak to wida¢ na ryc. 9 (punkt ze wspo6trzednymi x =
= 120 km, y = 20 km na ryc. 7 i 8).

6.3. Stata glebokos$¢, silne zawirowania wiatru oraz obecnos$é¢ wyspy

Rozpatrzymy model przyjety w podrozdziale: Stata gteboko$¢ oraz sil-
ne zawirowanie wiatru, wprowadzajac dodatkowo wyspe (ryc. 10, 11).
Obszar catkowania nie jest juz jednospdjny i rozwigzanie rownania (2.28)
przyjmuje postac:

A= W0+ Ci (2.42)

Stata Ci moze by¢ znaleziona z réwnania (2.23):

FEE (Fet c.'pds- 2-43>

ri

Wyniki obliczen funkcji pradu sa przedstawione na ryc. 10.

Przeptyw zachowuje sie podobnie jak na ryc. 4, a wyspa wprowadza
tylko lokalne zmiany w og6lnym obrazie. Szczegdlnie ciekawy wydaje
sie ,$lad” za wyspa. Zmiany w ksztatcie linii jednakowych wydatkéw
masowych wptywajg na zmiany w kierunku i predko$ci powierzchnio-
wego pradu wokét wyspy (ryc. 11).

Niewielkim zmianom ulega tez rozkiad pionowy pradu, jak to mozna
zaobserwowac na ryc. 12.



Ryc. 10. lzolinie funkcji wydatkéw objetosciowych w morzu z wyspa. Liczby na
rycinie wyrazone sg w min ms/sek

Fig. 10. Isolines of the function of volume transport in a sea with an island.
The numbers represent millions of cbm/sec

Ryc. 11. Rozktad pradéw powierzchniowych
Fig. 11. Surface current in a sea with an island. Wind pattern and depth as Fig. 4

Wptyw wyspy zaobserwowany powyzej wydaje sie potwierdza¢ hipo-
teze Stockmana (1966) o specjalnych rodzajach przeptywow, ktére maja
miejsce w poblizu wysp.



Ryc. 12. Zalezno$¢ predkosci pradu od gtebokosci
w punkcie ze wspo6trzednymi x = 120 km, y = 20 km
na ryc. 11

Fig. 12. Current velocity as a function of depth at the
point x = 120 km, y = 20 km in Fig. 11

7. USTALONE PRADY WIATROWE W MORZU BALTYCKIM

Zajmiemy sie teraz bardziej realistycznym przypadkiem i obliczymy
rozktad pradéw w potudniowym i Srodkowym Battyku (odrzucajac Za-
toke Botnickg). Przyjmujac jako wymiary ,oczek” siatki numerycznych

Ryc. 13. lzotinie funkcji wydatkéw objetoSciowych dla Morza Battyckiego, wiatr W
10 m/sek. Liczby na rycinie wyrazone sg w min m3sek

Fig. 13. lisolines of the function of volume transport in the Baltic, wind W
10 m/sec. The numbers represent milions of cbm/sec



obliczeA 20 km uwzgledniamy dwie wyspy w akwenie bakyckim:
Bornholm (B) i Gotland (G) (ryc. 13). Przeanalizowano dwa przypadKki.
W pierwszym zalozono staty wiatr zachodni — W 10 m/sek, w drugim
za$ p6inocny — N 10 m/sek. W obu przypadkach w prawej czesci row-
nania (2.12) wystepuja tylko wyrazenia zwigzane ze wzajemnym oddzia-
tywaniem stycznego naprezenia wiatru i nachylenia dna.
Rozwigzanie dla funkcji prgdu wydatku masowego jest sumg trzech
wyrazen:
n + Cl% + c2W2 (2.44)

Rozwigzujgc dwa rdédwnania liniowe (réwnania 2.23) otrzymamy state
ciicy.

Zasadnicza rOznica miedzy rozwigzaniem (2.44) a rozwigzaniem otrzy-
manym w podrozdziale. Niektére uproszczone modele nie wynikajg tylko
z obecnosci drugiej wyspy na wybranym akwenie, ale przede wszyst-
kim z bardziej urozmaiconego nachylenia dna. Nachylenie dna w Bai-
tyku zmienia sie od wartosci dodatnich do ujemnych i we wzajemnym
oddziatywaniu z naprezeniem stycznym wiatru daje skomplikowang po-
sta¢ rozwigzania dla funkcji pradu.

W pierwszym przypadku, kiedy wiatr jest z kierunku zachodniego,
obraz funkcji pradu wyprowadzony na podstawie réwnania (2.12) przed-
stawiony jest na ryc. 13.

Czton wzajemnego oddziatywania w réwnaniu (2.12) ma postac:
rx’ 6H 1 , a za?em znak fego wyrazenia zalezy od”‘_'—.

Analizujgc gtebokos$¢ Battyku widzimy, ze ro$nie ona w poblizu wy-
spy Gotland, gdzie osigga maksimum, tutaj tez oH = 0 i stad tworzg sie

dwa uktady pradéw (ryc. 13), w ktorych ruch odbywa sie w przeciw-
nych kierunkach. W pétnocnej czesci morza ruch odbywa sie w kierunku
zgodnym z ruchem wskazowek zegara, w czesci potudniowej za§ w kie-
runku odwrotnym. Niewielkie wiry (np. w Zatoce Finskiej) sg zwigzane
z lokalnymi zmianami nachylenia dna.

Wykorzystujgc obliczone wartosci funkcji wydatkéw masowych, z tat-
woscig otrzymamy rozktad pragdoéw powierzchniowych (ryc. 14).



Ryc. 14. Prady powierzchniowe, wiatr W 10 m/sek
Fig. 14. Surface currents, wind w 10 m/sec

Na przewazajacym obszarze morza predkosci pradu powierzchniowego
wystepuja w przedziale od 10 do 20 cm/sek. Jedynie w okolicy wyspy
Bornholm majag one wiekszg amplitude i osiggajg wartosci 50—40 cm/sek.
W tym miejscu zauwaza sie rowniez zmiane kierunku pradu od ogolnej
cyrkulacji.

Pionowy rozktad pragdu obrazuje ryc. 15 (punkty 1, 2, 3 na ryc. 14).

W punktach 1 i 2 zachodzi silna transformacja pradu. Prawdopodob-
nie wywotane jest to roznicg w przebiegu dwdéch skiadowych pradu
(prad wywotany naprezeniem stycznym zanika szybciej z glebokoscia
niz prad zwigzany z nachyleniem powierzchni morza). W punkcie 3,
gdzie giebokos$¢ jest nieznaczna (40 m), kierunek pradu nie zmienia sie
od powierzchni do dna.

Wykonano réwniez obliczenia dla drugiego przypadku. Przy wietrze
N 10 m/sek naprezenie styczne wiatru wystepuje we wzajemnym od-

dziatywaniu E—W sktadowej nachylenia dna Obserwujemy znow

dwa duze ukiady pradow (ryc. 16) jeden w poludniowej czesci akwenu
wirujgcy zgodnie z ruchem wskazowek zegara, drugi w czesci zachodniej
wirujacy w kierunku przeciwnym.



Ryc. 15. Predko$¢ pradu w zaleznos$ci od giebokosci
w punktach 1, 2 oraz 3 na ryc. 14

Fig. 15. Current as a function of depth at point 1, 2 and 3 in Fig. 14

Ryc. 16. lzolinie funkcji wydatkéw objetosciowych dla Morza Battyckiego, wiatr N
10 m/sek. Liczby na rycinie wyrazone sg w min m3sek
Fig. 16. Isolines of the function of volume transport for the Ealtic, wind N
10 m/sec. Numbers represent millions of cbm/sec



Przeptyw woko6t Bornholmu i w Zatoce Finiskiej odbiega od ogdlnego
obrazu i jak poprzednio zjawisko to wywotane jest lokalnym nachyle-
niem dna.

Prad powierzchniowy, odpowiadajgcy powyzszym obliczeniom wy-
datku, przedstawiono na ryc. 17. Predkosci pragdu sg podobne jak w po-

przednim przypadku 10—20 cm/sek, a w basenie Bornholmskim 5—50
cm/sek. i

ZSRR

25cm/sek
NRD

POLSKA

Ryc. 17. Prady powierzchniowe, wiatr N 10 m/sek
Fig. 17. Surface currents, wind N 10 m/sec

Jak wynika z ryc. 13 i 16, charakter przeptywéw wokét Bornholmu
wskazuje na odchylenia od ogdlnego obrazu cyrkulacji mas wodnych
w potudniowym i Srodkowym Bakttyku, totez otrzymane rezultaty nu-
meryczne nalezy analizowa¢ ostroznie, gdyz wymiary ,oczek” siatki
(20 km) sag zblizone do wymiarow tej wyspy. Stad numeryczna ocena
catek (2.45) moze wprowadzi¢ znaczny bitad.

W celu uzupetnienia powyzszego opisu przedstawiono na ryc. 18
(punkt 1, 2 na ryc. 17) rozktad pionowy predkosci pradu.

Podobnie jak poprzednio prad ulega znacznej transformacji z gtebo-
koscig. Aby wyjasni¢ to zjawisko, rozdzielamy prad na dwie sktadowe:
zalezng od naprezenia stycznego wiatru (vr) i zalezng od nachylenia po-
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Ryc. 18. Predko$¢ pradu w zaleznosci od gtebo-
kosci w punktach 1 oraz 2 na ryc. 17

Fig. 18. Current as a function of depth at the
points 1 and 2 in Fig. 17

wierzchni morza (vs). Wartosci bezwzgledne tych skiadowych przedsta-
wiono na ryc. 19.

Obserwujemy tutaj wazne zjawisko teorii Ekmana — istnienie dwoch
warstw przysciennych; jedna dla sktadowej vr przy powierzchni oraz
druga dla sktadowej vs przy dnie. W teorii Ekmana warstwa przyscien-
na zwigzana jest z gtebokoscia tarcia (D), gdzie:

D= (2.46)

Poniewaz gtebokosci (H) wynoszg 110 m w punkcie 1 oraz 165 m w punk-
cie 2, a predkos¢ wiatru 10 m/sek, mozemy zastosowat wyrazenie (2.25)
dla okreslenia wspéiczynnika lepkosci burzliwej k. W ten sposob otrzy-
mamy D~ 97 m; na tej gtebokosSci ur praktycznie réwna jest 0 (ryc. 19).

Warstwa przyscienna w poblizu dna, od ktorej zalezy skladowa vs,
moze by¢ scharakteryzowana tarciem przydennym. Aby znalezé gte-
boko$¢ tarcia przy dnie za pomocg wyrazenia (2.46) nalezy zna¢ wartos$¢
k, ktéra z kolei zalezy od wiatru.

Predkos¢ wiatru okreslamy z empirycznej relacji (Ekman 1905, Fel-



wortoi¢ bezwzgledna predkosci pradu f cm/s1

Ryc. 19. Wartosci bezwzgledne pred-
kosSci pradu w zalezno$ci od giebo-
kosci w punktach 1 oraz 2 na ryc. 17

Fig. 19. Absolute values of current
speed as a function of depth at
points 1 and 2 in Fig. 17

zenbaum 1960) miedzy predkoscia pradu powierzchniowego v i pred-
koscig wiatru nad morzem (W):

(2.47)

Wyobrazmy sobie, ze sktadowa pradu zwigzana z nachyleniem po-
wierzchni morza (ryc. 19) jest wywotana wiatrem wiejagcym przy dnie
zbiornika, a powierzchnia morza przyjmuje role dna. Przez takie odwro-
cenie ryc. 19 wartos¢ pradu ,powierzchniowego” w punkcie 1 wynosi
7 cm/sek, stosujgc wzOr (2.47) otrzymujemy predkos$¢ wiatru W = 4,7
m/sek, a gtebokos¢ tarcia (wyrazenie 2.46) wynosi D= 45 m. W punk-
cie 2 warto$¢ prady ,powierzchniowego” réwna sie 5 cm/sek, co odpo-
wiada gtebokosci tarcia D = 32 m. Powyzsze wartos$ci gtebokosci tarcia
sg zgodne z biegiem sktadowych vsna ryc. 19.

8. USTALONE PRADY WIATROWE ZATOKI GDANSKIEJ

Zatoka Gdanska, mimo ze stanowi wyraznie wyodrebniong zarysem
linii brzegowej cze$¢ Battyku i posiada charakterystyczne dla niej wa-
runki hydrologiczne, nie moze by¢ uwazana w obliczeniach pragdéw wia-
trowych za niezalezng cze$¢ basenu z powodu silnej wymiany wad
z otwartym morzem. Pragdy w Zatoce sg w znacznym stopniu kontynu-
acja zjawisk zachodzacych w potudniowym Battyku. W obliczeniach da-
lej przedstawionych prady otwartego akwenu zostaty wprowadzone do



rownan jako warunki graniczne na linii Rozewie — Taran. Oczywiste
jest, ze przy obliczeniach pradéow dla wiatru S w Zatoce jako warunki
graniczne uwzgledniano prady powstate podczas dziatania tego samego
wiatru nad potudniowym Battykiem.

Te samg zasade zastosowano dla pozostatlych kierunkow wiatru. Obli-
czenia wykonano za pomocg siatki obliczen numerycznych przedstawio-
nej na ryc. 20. Prady w Zatoce ujeto za pomocg dwodch rodzajow map.

Ryc. 20. Siatka obliczen numerycznych ustalonych pradéw wiatrowych dla Zatoki
Gdanskiej
Fig. 20. Grid system covering Gdansk Bay

Mapy funkcji wydatkOw objetoSciowych przedstawiajg wskaznikowo
Srednig predkos$¢ pradu od powierzchni do dna. Liczby przy izoliniach
funkcji wydatkéw objetoSciowych wyrazone sg w 101 m3sek.

Poprzednio na tego rodzaju mapach dla Battyku rozrézniano dodatnie
i ujemne znaki funkcji wydatkéw objetoSciowych w zaleznosci od kie-
runku cyrkulacji. Na mapach Zatoki Gdanskiej podano bezwzgledne
wartosci tej funkcji, zaznaczajgc tylko w legendzie kierunek cyrkulacji
dla danego wiatru. Wykorzystano w tym wypadku symetrie ukiadu dla
wiatrow rdznigcych sie o 180°, zamieszczajagc na jednej mapie cyrku-
lacje dla wiatrébw W i E (ryc. 21) oraz na drugiej dla wiatrow N i S
(ryc. 22).

Opisane mapy moga by¢ interpretowane jako $rednie kierunki pra-
dow wskazujgce gtéwne tendencje przemieszczania mas wodnych. Mapy
pradéw powierzchniowych opracowano oddzielnie dla czterech podsta-



Ryc. 21. Zatoka Gdanska. lIzolinie funkcji wydatkéw masowych
Fi g. 21. Gdansk Bay. Isolines of the vertically integrated horizontal mass transport

Ryc. 22. Zatoka Gdanska. lzolinie funkcji wydatkéw masowych
Fig. 22. Gdansk Bay. Isolines of the vertically integrated horizontal mass transport

wowych kierunkéw wiatru, charakteryzujagc prady za pomocg wekto-
réw. Ze wzgledu na matg skale map wektory nanoszono co drugg liczba
porzadkowa przyjetej siatki obliczen numerycznych. Spowodowato to



nieznaczng schematyzacje sytuacji pragdowej, co szczeg6lnie widoczne jest
w miejscach zawirowah. Na mapach podano liniowg podziatke predkosci
pradéw. Przytoczymy teraz bardziej szczegotowy opis sytuacji cyrkula-
cyjnych. Wiatry zachodnie wywotujg prady powierzchniowe (ryc. 23),

Ryc. 23. Zatoka Gdanska. Prady powierzchniowe, wiatr W 10 m/sek
Fig. 23. Gdansk Bay. Surface currents, wind W 10 m/sec

ktdre charakteryzuja sie zawirowaniem w centralnej czesci Zatoki po-
wodujgcym skierowanie pragdéw na granicy otwartej pod wiatr, a na-
stepnie wyprowadzenie z Zatoki wektorami utozonymi rdéwnolegle
wzdtuz Mierzei Wislanej. Prady wyprowadzajagce wody z Zatoki wyste-
puja jednak w dos$¢ duzej odlegtosci od brzegu. Miedzy brzegiem a pra-
dem wyprowadzajacym potozona jest strefa, gdzie wektory pradow
uktadaja sie zgodnie z wiatrem i kierunkiem dziatania sity Coriolisa.
Wprowadzenie wod do Zatoki odbywa sie na duzym obszarze czesci
centralnej i zachodniej akwenu.

Nalezy podkresli¢, ze strefa pragdu wyprowadzajgcego z Zatoki na
wszystkich mapach pradow powierzchniowych charakteryzuje sie zabu-
rzeniami wskazujgcymi wptyw ogdlnej cyrkulacji na prady powierzch-
niowe. Drugg strefg zaburzen regularnego przebiegu wektorow sg obsza-
ry potozone przy koncu Pétwyspu Helskiego po jego wewnetrznej stro-
nie, w mniejszym stopniu wzdtuz brzegu pdétwyspu od strony petnego
morza. Zawirowania po wewnetrznej stronie potwyspu sg bardzo silne.
W miejscu tym wystepujg maksymalne szybkosci pragdéw.
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Izolinie funkcji wydatkéw objetosciowych wykazujg jednolita cyrku-
lacje dla calej Zatoki skierowang przeciwnie do ruchu wskazowek zega-
ra. Skupienie izolinii mozna zaobserwowaé w rejonie przekopu Wisty
oraz po wewnetrznej stronie PoOtwyspu Helskiego. W tych miejscach
prady posiadajg najwieksze wydatki. W rejonie Trojmiasta wydatki obje-
tosciowe posiadajg kierunek wyprowadzajacy wody z Zatoki Puckiej do
wschodniej cze$ci Zatoki Gdanskiej.

Prady powierzchniowe przy wiatrach wschodnich (ryc. 24) uktadajg
sie zgodnie z zasadg symetrii stanowigcg szczeg6lng ceche ustalonych
pradow wiatrowych.

Ryc. 24. Zatoka Gdanska. Prady powierzchniowe, wiatr E 10 m/sek
Fig. 24. Gdansk) Bay. Surface currents, wind E 10 m/sec

W czesci centralnej Zatoki Gdanskiej wystepujg podobne zawirowania
jak przy wiatrach zachodnich o odwréconym kierunku. W pewnej od-
legtosci od brzegu — wzdtuz Mierzei Wislanej — wystepuje prad wpro-
wadzajgcy wody do Zatoki. Wyprowadzenie wod w czeSci centralnej Za-
toki i wzdtuz zewnetrznej krawedzi Potwyspu Helskiego nie jest tak
skupione i odbywa sie na duzym obszarze. Zawirowania wystepuja przy
koAcu Potwyspu Helskiego tacznie z pragdami uktadajgcymi sie wzdtuz
potwyspu po jego zewnetrznej stronie. Przebieg izolinii funkcji wydat-
kéw objetosciowych wykazuje dla catej Zatoki jednolitg cyrkulacje, zgo-
dna z ruchem wskazdwek zegara. Miejsca zbieznosci izolinii sa identy-
czne jak dla wiatrow zachodnich. Srednia predko$¢ pradéw powierzch-
niowych dla wiatréw W i E w centralnej czesci Zatoki wynosi okoto



15 cm/sek. Dla porownania obliczymy predko$¢ pradu wedtug stosowa-
nego powszechnie wzoru empirycznego:

V= 15W (2.48)
V = 1510 = 15 cm/sek,

gdzie: V — predkos$¢ pradu w cm/sek, W — predko$¢ wiatru w m/sek.

Obliczenia wzorem empirycznym i przyjetym modelem hydrodynami-
cznym wykazujg wyniki identyczne w tych miejscach Zatoki, gdzie na
predkos¢ pradéw nie wptywa bezposrednio ekspozycja brzegow. Wiatry
pdéinocne powodujg uktad pradéw powierzchniowych (ryc. 25) wykazu-

Ryc. 25. Zatoka Gdanska. Prady powierzchniowe, wiatr N 10 m/sek
Fig. 25. Gdansk Bay. Surface currents, wind: N 10 m/sec

jacy w zasadzie jednolitg sytuacje dla catej Zatoki Gdanskiej z wyjat-
kiem wewnetrznej strony cypla Pdtwyspu Helskiego, gdzie wystepujg
silne zawirowania. Miejsca, w ktorych wystepowatly duze oddziatywania
wydatkoOw objetosciowych, przy wiatrach W i E, wykazujg rowniez od-
chylenia od orientacji wektorow pragdu w centralnej czesSci Zatoki, ale
odchylenia te sg lokalne i nie zmieniajg og6lnego obrazu pradéw, ktore
sg zgodne z kierunkiem wiatru i sitg Coriolisa.

Izolinie funkcji wydatkdw objetosSciowych maja przebieg bardziej
skomplikowany od poprzedniego, opisanego dla wiatrow W i E. W cze-
Sci centralnej Zatoki cyrkulacja jest przeciwna ruchowi zegara, a w cze-
Sci wschodniej Zatoki cyrkulacja wzdluz brzegu jest zgodna z tym ru-



chem. Podobna cyrkulacja — zgodna z ruchem wskazéwek zegara —
wystepuje wzdtuz wewnetrznej krawedzi Potwyspu Helskiego. W Zato-
ce wyrozni¢ wiec mozna trzy odrebne uktady cyrkulacyjne. Interesuja-
ce jest, ze granica pomiedzy tymi uktadami we wschodniej czesci Zatoki
odpowiada zaburzeniom w przebiegu pradéw powierzchniowych, ktore
w tym rejonie mozna zaobserwowac przy wszystkich kierunkach wiatru.
Jest to niewatpliwie spowodowane wzajemnym oddziatywaniem napreze-
nia stycznego wiatru oraz nachylenia dna (patrz prawa strona réwnania
2.12). W rejonie Trojmiasta prady gradientowe powodujg przemieszczania
mas wodnych wzdtuz brzegu w rejon wschodni Zatoki. Funkcje wydat-
kéw objetosciowych wyrazone w 104 m3sek sg w tym wypadku przeszio
czterokrotnie mniejsze w centralnej czesci Zatoki od funkcji obliczonych
dla wiatréw W i E. Wiatry potudniowe odwracajg wektory poinocnych
pradow powierzchniowych o 180° (ryc. 26). Przebieg pradow o powierzch-

Ryc. 26. Zatoka Gdanska. Prady powierzchniowe, wiatr S 10 m/sek
Fig. 26. Gdansk Bay. Surface currents, wind S 10 m/sec

niowych pozostaje wiec w zasadzie jednolity dla catlego akwenu z wyka-
zanymi przy pradach potnocnych miejscami zawirowania i wpltywu wy-
datkéw objetosciowych. lIzolinie funkcji wydatkéw objetosciowych wy-
kazujg rowniez opisang powyzej symetrie. W rejonie Tréjmiasta wydat-
ki sa skierowane wzdtuz brzegu do Zatoki Puckiej. Srednie predkosci
pradow w centralnej czesci Zatoki dla wiatrow N i S wynoszg okoto
13 cm/sek.



9. NIEKTORE ZAGADNIENIA MATEMATYCZNE
ZWIAZANE Z ROWNANIEM WYDATKOW OBJETOSCIOWYCH
DLA USTALONYCH PRADOW WIATROWYCH

Pewne szczegély dotyczace stosowanych metod rozwigzan oraz ich
doktadnosci celowo byty pomijane w trakcie poprzedniego wyktadu, aby
kwestie fizyczne nie byty zaciemniane przez zbyt skomplikowane roz-
wazania matematyczne.

Rozpatrzmy rdwnanie wydatkow objetoSciowych (2.12), ktére zapisze-
my teraz w postaci:

LW = rAty+ a (x,y) + b, y)™N = c((xy), (2.49)

gdzie: r > 0, a, b, ¢ — dane i ciagte funkcje w obszarze domknietym

D, przy czym D = (0~x~1l,; 0"y=SCI2}. W obszarze D wprowa-
dzimy siatke obliczen numerycznych o kroku h. W ten sposdb otrzyma-

my domkniety obszar siatkowy Dh= {x3= jh; yk= kh}.
Granice obszaru D oznaczymy jako T, a granice obszaru siatkowego

Dh oznaczymy Th. Funkcja ty jest znana na granicy i réwna ty|T = 0.

Wprowadzimy teraz zwigzek miedzy postacig rézniczkowg i réznicowg
pierwszych i drugich pochodnych funkcji ty.

Wprowadzajgc szereg Taylora dla dowolnych weztéw siatki j oraz
j+ 1 mozemy zapisa¢ réznice przednig:

y(G+ Lk tyGk) = [*h+ |2+ -7 (2.50)

oraz dla weztdw j — 1, j réznice wsteczna:

. Sy Sty h2 h3say

(m d
Ro6znicom tym odpowiadajg trzy typy pochodnych:
a) przednia:
- G+ Lk)—ty(, k) Sty ,52yh , h2S3y
Px h 5«  Sx22 + 31'Sx3’ «
b) wsteczna:

h Sx Sx2 2 3! Sx3°



c) centralna:
(2.54)

Drugg pochodng otrzymamy odejmujagc wyrazenie (2.51) od (2.50):

(2.55)

W wyrazeniach (2.51 — 2.55) kreski nad pochodnymi oznaczajg warto-
$ci pochodnych w pewnym wewnetrznym punkcie odcinka j, j + 1. Ana-
logiczne wzory moga by¢ zapisane dla pochodnych wzgledem zmiennej
niezaleznej vy.

Dla dowolnego wewnetrznego wezta obszaru Dh zapiszemy teraz row-
nanie réznicowe odpowiadajgce rownaniu rézniczkowemu (2.49); w ten
spos6b, aby dobierajac odpowiednio wsteczng lub przednig pochodna w
zaleznosci od znaku wspoOtczynnikéw a i b zapewni¢ zbiezno$¢ proceséw
iteracji:

Lh"l'= r (tyx~ + ~yy) "ma+"x+ a ip- -f- b+ipy-}-b ty-= Ch. (2.56)
Z warunkiem brzegowym | = 0, (2.57)

gdzie:

(2,58)
h+ b+ [bl u= b~ Ibl
2 2

Ustanowimy teraz twierdzenie, ktore okre$la zwigzek rdwnania (2.56)
i (2.49).

Twierdzenie 1

Niechaj » bedzie funkcjg posiadajagcg pochodne — wigcznie do trze-
ciej pochodnej — wzgledem x oraz y w obszarze D, wdwczas Lhip-> LiJj
pod warunkiem, ze h -> 0.

Dowod

Podstawmy do rdwnania (2.56) wyrazenia (2.50—2.55), w rezultacie
otrzymamy:



+/tog> , h 82> h253M
a \8x 2 8x2 3! 8x3)
-/8ty h8xy . h2"Pty\ . rs2» h /Pty" Pty\]
3 \8x 2 8x2 3! 8x3 r [8x2 3! \8y3 8x3jJ
/8ty m +
~ \8y 2 8y2 + 3!8y3/ +
- /5ip h 82> h2 Pty\
+ \8y ~ 28y2+ 2 Sy3) -
. rh /Pty Py~ bhp  mjin
3! \8x3 8y3 8x3 8y3j
+ (a ™+ bl [~)=Lt+ RN (259)
gdzie: R — wielko$¢ ograniczona i niezalezna od h.
A zatem: |Lty— Lhty|] =S*Rh, (2.60)
stad otrzymujemy Lhty-> Lty, kiedy h 0.
Zauwazymy tez, jak — wynika to z wyrazenia (2.60) — rzad apro-

ksymacji réwnania rézniczkowego za pomocg réwnania réznicowego jest
proporcjonalny do h.

Przejdzmy teraz z kolei do pewnych zagadnieA zwigzanych z rozwig-
zaniem numerycznym réwnania (2.56).

Réwnanie (2.56) zapisane w obszarze siatkowym przedstawia uktad ré-
wnan liniowych:

tyk = akj tyj + bk (2.61)
gdzie: akj — macierz wspdtczynnikow.
Rozwigzujgc rdwnanie (2.61) metodg iteracji mozemy zapisac:
tyk(m = akj tyj<*-» + bk (2.62)
lub w postaci procesu Seidla:
1
tyk(m) = I£ akj ~(m) + £ 3Kj + bfe) (2 63)

3=l i=k
gdzie: m — numer kolejnej iteracji.
Wykazemy teraz zbiezno$¢ proces6w iteracyjnych (2.62) i (2.63), tzn.

wykazemy, ze przy m -> 00, -> ipk(m) gdzie tyk — rozwigzanie doktadne
zagadnienia sformutowanego réwnaniami (2.56, 2.57).



Wprowadzimy rdznice m — tego przyblizenia vk(m) = — tyk(m).
Oczywiste jest, ze ikem>spelniajg rownania jednorodne (2.62) i (2.63).
Przyjmiemy definicje normy wektora w postaci:

Hk(m)| = Mx|uk(m |, normy macierzy zas:

la, .l = Max £ [ay|=M..
1=1
Poza tym zalozymy, ze:
MxIV °)| = A< oo. (2.64)

Przedyskutujemy najpierw proces iteracji wyrazony réwnaniem (2.62),
mamy tutaj:
Dx(m) = akj uk(m-i) (2.65)

lub wprowadzajgc norme:
K (mll < lakjll < "mA,
stad warunek zaniku réznicy

lim IOk@®| A lim nm (2.66)

m — >o00 m — >o0

spetniony jest przy H< 1.
Dla réwnania (2.63) zapiszemy:

lityk(mH<  #4 lityk(m)ll + i lityk(m_2)Il, (2.67)
gdzie:

~ Maxj > k ii.
I=k
Uwzgledniajac (2.67) otrzymamy:
ltykmt -, INk<m )il

o A (2-68)

A zatem zbiezno$¢ iteracji przedstawionej rownaniem (2.68) zachodzi
przy:

Hi-(- [x2<C. 1
Doktadniejsze sprecyzowanie zalozenn odnos$nie do wspdtczynnikéw mi
u2i (@zawarte jest w pracy Faddeevej (1959).



Analizujgc bardziej szczeg6towo réwnanie (2.56) w postaci rozwinie-
tej (2.59) stwierdzamy, ze przy duzym kroku siatki (h) aproksymuje ono
nie tyle rownanie (2.49), co rownanie rozniczkowe nastepujgcej postaci:

(FA+t || 52+ [ibi~c)~A+asS + bA A c(X'y)  (2:69)

A zatem w rownaniu (2.69) oprocz wspdtczynnika lepkosci r zjawia sie
dodatkowy wspoétczynnik lepkosci zwigzany z numeryczng aproksyma-
cjg rownania rdzniczkowego. Ten dodatkowy wspéiczynnik jest gtdwnie
wynikiem tego, ze poprzednio osiggneliSmy pierwszy rzad aproksymacji,
to znaczy ze roznica (2.60) byta proporcjonalna do h. Gdybysmy zwie-
kszyli rzagd aproksymacji, tak aby rdéznica (2.60) byta proporcjonalna do
h2 lub h3 efekty ,tarcia numerycznego” zostatyby zniwelowane. Przed-
stawimy teraz numeryczng aproksymacje réwnania (2.49) zapropono-
wang przez lljina (1969), kiedy otrzymuje sie drugi rzad aproksymaciji.
W tym celu zapiszemy nasze roOwnanie (2.56) w postaci:

— Yityxx ~r WPyp + + bty~= C, (2.70)

a wiec charakteryzujgce sie drugim rzedem aproksymacji. Chodzi tylko
0 sposéb wybrania wspdiczynnikow Yi i Y2, tak aby zapewni¢ te wta-
snosc.

Zauwazmy, ze przy staltych a, b i r rownanie (2.49) posiada proste
rozwigzanie:

exp(~ ™) eXp(—t)- (2'71)

Przyjmujgc w tym rozwigzaniu x = jh oraz y = kh, a nastepnie wpro-
wadzajgc to rozwigzanie do réwnania (2.70) otrzymujemy:
3h h
vi= Rcth L 2.72)

oraz y2= -y cth . (2.73)
Iljin (1969) wykazat, ze tak wybrane wspdiczynniki zapewniaja, iz réz-
nica |Lty— Lityh| <R h 2
10. NIEKTORE REZULTATY POMIAROW PRADOW

W MORZU BALTYCKIM

Obliczenia wykonane w poprzednich paragrafach dotyczyly pradow
ustalonych. Jest to rodzaj pradéw, ktdre moga interesowa¢ kazdego; po-



wstajg one w wyniku catkowitego rozwoju danej sytuacji hydromete-
orologicznej. Niejasng tylko pozostaje kwestia, jak diugo nalezy oczeki-
wac na ustalong sytuacje? Odpowiedz na to pytanie daje praca Uusitalo
(1962) dotyczaca Zatoki Botnickiej. Poniewaz Morze Battyckie i Zatoka
Botnicka sg zblizone wymiarami, mozemy przyja¢ rezultaty Uusitalo,
ktory stwierdzit, ze przy wiatrach o predkos$ci 10 m/sek czas ustalania
sie prgdow wynosi 1—2 dni.

W obecnej sytuacji, kiedy stan techniczny naszego wyposazenia nie
pozwala wykona¢é pomiaréw na znacznej przestrzeni obejmujacej caly
akwen oraz w duzych przedziatach czasowych, obliczenia numeryczne
pradéw ustalonych dajg jedyna mozliwo$¢ catoSciowego objecia zjawi-
ska pradow. Jednak wiatry wiejace nad morzami sg czynnikiem zmien-
nym w czasie oraz niejednorodnym w przestrzeni, podobne wiasnosci
majg tez prady generowane przez wiatry. Zmienno$¢ pradéw moze byé
badana tylko za pomocg serii pomiarow dostatecznie diugich w czasie,
tak, aby mozna byto za pomoca metody analizy widmowej wydzieli¢
roznorodne sktadowe pragdow. W Battyku bowiem oprécz pradéw zwig-
zanych z wiatrem bardzo czesto wystepujg prady oscylacyjne wywotane
falami wewnetrznymi. Przy tym te prady posiadajg diugie okresy, a ich
wielkosci zblizone sg do pradow wiatrowych, tak ze przy krotkotrwa-
tych pomiarach w ogéle nie jesteSmy w stanie ich odr6znié. Pomiary
pradow na Battyku wykonywane sg od dtuzszego czasu, niestety w wie-
lu wypadkach byty one zbyt krotkotrwate. Klasyczng juz jest seria po-
miarowa Gustafsona i Kulenberga (1936), wykazujaca istnienie zmian
okresowych bliskich do okresu wahadtowego.

W niniejszej dyskusji przedstawione zostang niektére pomiary wy-
konane na Battyku podczas miedzynarodowej ekspedycji w r. 1964. Na-
sza dyskusja nie ma na celu przedstawienia wszystkich pomiaréw, chce-
my raczej zasugerowa¢ czytelnikowi pewne podejscie do pomiaréw po-
przez odpowiednie metody analizy. Zaproponowa¢ mozna dwie meto-
dy:

a) zastosowanie widmowej gestosci w przypadku ciggtych pomiaréw
w czasie,

b) zastosowanie rozkladow czestosci wystepowania przy nieregular-
nych pomiarach w czasie lub zbyt krotkich seriach pomiarowych.

W r. 1964 (od 1 do 13 sierpnia) wykonywano pomiary oceanograficz-
ne w kilku wybranych punktach na Battyku. Prawie wszystkie panstwa
battyckie bratly w nich udziat. Bytla to pierwsza proba majgca na celu
otrzymanie doktadnych informacji dotyczacych warunkéw hydromete-
orologicznych w catym akwenie. Dane z pradograféw zostaty przeanali-
zowane w pracach autora (1966, 1967a, 1967b). Omoéwimy najpierw da-
ne uzyskane przez radziecki statek badawczy ,Okieanograf” na Giebi



Gotlandzkiej @@= 57°56'4 N, | = 20° 20'E). Pradografy BPW — Ale-
ksiejewa byty zawieszone na giebokosciach 5, 14, 40, 100 oraz 165 m. Re-
jestracja pradéw byta dokonywana co 30 min. Na gtebokosci 165 m prg-
dy nie wykazujg zadnych zmian i majg warto$¢ 2—3 cm/sek. Zajmiemy
sie najpierw okre$leniem zmiennosci pragdow; w tym celu zgodnie z hi-
potezag Reynoldsa przedstawimy skiadowe predkoSci w postaci $rednich

(u, v) oraz pulsacji (u', v'):

= u+ u,
V=V+ Vv, (2.74)
gdzie u — —J udt,
0
T
v = 4 | vdt (2.75)

W dalszych obliczeniach catki (2.75) zamieniane bedg sumami. Obli-
czenia wykonano dla trzech odstepéw czasowych miedzy pomiarami
At= 05 g, 1 g, 3 g Celem tego rodzaju ObliczehA jest okreSlenie charak-

Ryc. 27. Rozktad czestosci wystepowania predkosci pulsacji v' na réznych giebo-
kosciach dla okresu wysredniania (At) 0,5 godz.
Fig. 27. Distribution of relative frequencies of the north component of the velocity
deviation at different depths with an averaging period 0.5 h.
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Ryc. 28. Rozkitad czestos$ci wystepowania pulsacji predkosci v' na giebokosci 14 m
dla réznych okreséw wysredniania

Fig. 28. Distribution of relative freguencies of the south component of the velocity
deviation at a depth of 14 m for different ayeraging periods

teru sktadowej pulsacyjnej. Rozklady czestosci skladowych u' oraz
v' wykazujg podobieAstwo do rozktadu normalnego (ryc. 27, 28). Zgod-
no$¢ tych rozktadow z rozktadem normalnym zbadano za pomocg wyra-
zenia Cornu (C):

(2.76)
gdzie:

(2.77 a)

(2.77 b)

Podobne zalezno$ci mogag by¢ zapisane dla skiadowej u'. Wykonane
obliczenia wskazujg, ze otrzymane wartosci Cornu sg bardzo bliskie
wielkosci teoretycznej C = 1.57.



Ruch burzliwy, ktory jest charakteryzowany sktadowymi pulsacyjnymi,
poréwnamy teraz ze $rednim ruchem. W tym celu porébwnamy ov' oraz
ou' ze $rednig wypadkowa predkoscia:

V= ju2+ v2
w wyniku czego otrzymujemy wielko$¢ zwang intensywnos$cig burzli-
wosci:
lu'=~ VWV = - (2-78)
Wi ielkosci te opisuja wzgledng intensywno$¢ burzliwosci wzdluz osi
(x, y) uktadu, w ten sposob za$ otrzymujemy kierunki, wzdtuz ktorych

burzliwo$¢ jest wieksza lub mniejsza. Obliczenia lu oraz lv zamieszczone
sg w tab. 2. Dane te wskazujg na niezwykty fakt, mianowicie wzgledna

Tabela 2
Okres usredniania At =05 At= 1 At = 3
Averaging time
Gtebokos¢ m
lu Iv lu Iv lu Iv
Depth m

5 11 1,0 1,2 18 1,1 1,0

14 2,5 2,4 2,2 2.1 25 2,4

40 1,8 1,2 1,9 1,3 2,2 1,6

100 1,9 2,6 4,0 5,2 4,5 52

intensywnos$¢ burzliwosci nie jest najwieksza przy powierzchni akwenu.

Przebieg Srednich sktadowych u i v z giebokoscig przedstawia ryc. 29.
Zademonstrujemy z kolei inng metode analizy na przyktadzie tych
samych danych. Obliczymy widmowa gesto$¢ predkos$ci pragdow na gte-
bokosciach 14 m, 40 m oraz 100 m. Wykorzystamy tutaj wyrazenia za-
mieszczone w podrozdziale: Estymacja niektérych charakterystyk lo-
sowych. Uzyskane wyniki zamieszczone zostaty na ryc. 30. Obserwujemy
na niej charakterystyczne maksimum widmowej gestosci energii kine-
tycznej zawarte w przedziale 10—30 g. Maksimum 2z okresem okoto
145 g jest niewatpliwie nastepstwem wystepowania drgan z okresem
wahadtowym (T). Okres ten jest zwigzany z parametrem Coriolisa na-
stepujaca zaleznoscia:
2k 2k
S F T bwsing (2.79)
Typowa jest na ryc. 30 wielko§¢ maksimum na poszczeg6lnych gtebo-
kosciach (14, 40, 100 m). Wskazuje to na przekazywanie energii od po-
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Ryc. 29. Srednia predko$¢ pradu w Ryc. 30. Widmowa gesto$¢ predkosci
zaleznosci od gtebokosci Giebi Got- pragdu na Giebi Gotlandzkiej
landzkiej Fig. 30. Power spectrum of current
Fig. 29. Mean current velocities as velocity at the Deep of Gotland
a function at the depth in the Got-
land Deep

wierzchni morza. Ogolnie mozna wnioskowaé, ze przebieg widmowej
gestoSci energii przedstawiony na ryc. 30 uwarunkowany jest zmianami
okresowymi pradu lezagcymi w przedziale czasowym ponizej 30 g oraz
zmianami diugookresowymi, o ktdérych niewiele mozemy powiedzieé
z powodu stabej selektywnos$ci drgan w przedziale powyzej 30 g.

W tym samym czasie, kiedy na Giebi Gotlandzkiej statek , Okieano-
graf” wykonywat przeanalizowane powyzej pomiary, na Giebi Gdanskiej

Ryc. 31. Predko$¢ pradu na gtebokosci 80 m. (6—12 VIII 1964 r., Giebia Gdanska)
Fig. 31. Current velocity at a depth of 80 m (6—12.VI111.1964, Gdansk Deep)



ekspedycja polska rejestrowata predkos$¢ i kierunek pradu na gtebokosci
80 m w odstepach 10-minutowych od godz. 23.00 dnia 6 VIIl do godz.
22.00 dnia 12 VIII 1964 r. Wyniki pomiardw naniesiono na ryc. 31 w od-
stepach 1-godzinnych. Krzywa na tej rycinie tgczy konce wektoréw od-
powiadajacych obserwowanym w okreslonych momentach czasu pragdom.
Bieg tej krzywej powtarza sie w czasie. Obliczenia widmowej gestosci
wykazuja, ze powtarzalno$¢ wywotana jest tutaj obecnoscig zmian
z okresem wahadtowym.

11. PLANOWANIE POMIAROW | EKSPEDYCIJI
OCEANOGRAFICZNYCH W CELU BADANIA PRADOW MORSKICH

Metody obserwacji parametrow dynamiki morza polegajg obecnie na
jednoczesnych pomiarach przez statki badawcze lub ptawy kotwiczone.
Przy tego rodzaju przedsiewzieciach powstaje oczywiste pytanie: jakie
powinny by¢ optymalne zatozenia dla czestosci (ilosci) obserwacji w
czasie i przestrzeni. Rozpatrujgc ciggi danych obserwacyjnych z punk-
tu widzenia stochastyki mozna nakres$li¢ pewne rozwigzanie, ktére wy-
daje sie dalekie od uwzglednienia wszystkich potrzeb. Przy obserwa-
cjach dyskretnych wykonanych z krokiem czasowym At warunki opty-
malnosci tego kroku winny przede wszystkim wyptywaé z najwiekszej
czestoSci drgan w widmie badanego procesu. W teorii tgcznosci (radiowej)
znane jest twierdzenie Kotielnikowa, ktdre pozwala oceni¢ optymalny

krok czasowy wedtug gornej czestosci widma fm = oit ;

At= A = A * oy

Przy tym to twierdzenie zostato ustanowione dla widma prgzkowego,
dla widma ciggtego za$ jest ono przyblizone. W pomiarach dynamiki
morza przy poszukiwaniu widmowej gestosci zjawiska posiadajgcego
okres powtarzalnosci TO mozna zaproponowa¢ nastepujacg zaleznosc.

4At< TO< : (281)

gdzie: N — liczba obserwacji.

Z powyzszego wyrazenia widzimy, ze lewa strona nierdwnosci, ogra-
niczajgca z dotu, jest zblizona do warunku Kotielnikowa, ale prawa stro-
na jest tak samo oczywista, gdyz wyptywa z warunkéw doktadnego
okreslenia widmowej gestosci omawianych w podrozdziale: Estymacja
niektérych charakterystyk losowych. Przy tym nietrudno widzie¢, ze



doktadnos$¢ okreslenia widmowej gestosci wynosi tutaj 20—25%. Dodaj-
my tez, ze zazwyczaj jesteSmy zainteresowani nie jednym okresem TO,
poniewaz w widmie badanego zjawiska wystepuje kilka okresow
T,<...< Tn; dla tego przypadku nieréwnos$¢ (2.81) przepiszemy w po-
staci:

4At<TI<T2M... <Tn< A 4~ (2.82)

12. PRADY GESTOSCIOWE W BALTYKU

Prady w morzach wykazujacych stratyfikacje gestosciowg przez wiele
lat byty obliczane za pomocg tzw. metody dynamicznej zaproponowanej
przez Helland-Hansena oraz Sandstrama. W ostatnich latach rozwinety
sie metody obliczania pragdéw na podstawie znanej z pomiardw gestosci
z zastosowaniem réwnan hydrodynamiki; kierunek ten reprezentuje
przede wszystkim prof. Sarkisjan w ZSRR (1966).

Ryc. 32. Rozktad gestosci (ot) na powierzchni w miesigcu sierpniu
Fig. 32. at — distribution at the surface in August



Ryc. 33. Rozktad gestosci (crt) przy dnie w miesigcu sierpniu
Fig. 33. at — distribution at the bottom in August

Ogolnie rzecz biorgc, jeSli mamy rownanie przeplywow geostroficz-
nych w postaci:

5p
fv=gj, (2.83a)
, Sp
fu= — §y (2.83b;
oraz réwnanie hydrostatyki:
z zZ
P—/ egdz= — Qogl + gJ Qdz, (2.84)

+?

gdzie gestos¢ Q jest funkcjg gtebokosSci, to prady sg superpozycjg dwaéch
sktadowych: a) wywotanych nachyleniem swobodnej powierzchni morza
i b) wywotanych niejednorodnym rozktadem gestosci. Przy czym — po-
niewaz zaktadamy, ze gesto$¢ jest znana z pomiaréw (np. zasolenia i tem-
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z
peratury) — to wyrazenie g f Qdz z tatwoscig moze by¢ obliczone dla
0

catego akwenu.

W celu znalezienia zmian swobodnej powierzchni akwenu skonstru-
owane moga by¢ réwnania wydatkow objetosciowych. Catlos¢ obliczen
oraz warunki stosowalnosci tej metody dla Baltyku zostaly przedsta-

Ryc. 34. Prady gestosciowe przy powierzchni
Fig. 34. Density currents at the sea surface

wione w pracy Kowalika i Taranowskiej (1974). Jak wiadomo, pole ge-
stosci w Bahtyku wykazuje znaczne zroznicowanie w kierunkach pozio-
mym i pionowym. Obrazujg to zresztag doskonale mapy umowmej ge-
stosSci (ot) przy powierzchni i przy dnie z miesigca sierpnia, obliczone na
podstawie $rednich z lat 1954—1968.

Mapy te postuzytly dla obliczen rozktadu pradow gestosciowych przy
dnie i powierzchni. Oprocz znanych faktéow, a wiec wystepowania prg-
dow zwigzanych z wlewem wdd stonych w warstwach przydennych
w okolicach cies$nin, charakter pragdéw jest skomplikowany i pogmat-
wany, co jest uwarunkowane wptywem ksztattu dna i brzegéw na cyr-



Ryc. 35. Prady gestosciowe przy dnie
Fig. 35. Density currents at the bottom

kula¢je gestosciowg. Ogolnie jednak moéwiagc sg to prady nieznaczne,
rzedu 2—3 cm/sek, powodujagce wymiane termmohalinowg wo6d Battyku
za okres okoto 1 roku.

I1l. METODY PREDYKCJI WAHAN POZIOMOW MORZA

1. CHARAKTERYSTYKA ZMIAN POZIOMOW

Obserwujac zmiany powierzchni swobodnej akwenu za pomocg ma-
reografu przez dostatecznie diugi okres czasu stwierdzamy istnienie wa-
han okresowych wywotanych ptywami lub tez po przejSciu sztorméw
akwen wykazuje okresowe drgania tzw. sejsze; okres tych zmian uzalez-
niony jest od morfologii basenu. Jednak dla strefy brzegowej, gdzie znaj-
dujg sie inzynierskie budowle posadowione przez cztowieka, najgroz-



niejsze sg wezbrania sztormowe, kiedy w stosunkowo krotkim czasie
swobodna powierzchnia osigga poziom zagrazajacy dziatalnosci czio-
wieka.

Ogromne masy wody przenoszone za pomocg nhaprezen stycznych ze
strefy gtebokowodnej na piycizny przybrzezne sg najgrozniejsze w skut-
kach; przyktadem sg ptytkowodne akweny Zatoki Bengalskiej, gdzie
w latach 1864, 1876 oraz 1971 sztormowe wezbrania byly prawdziwa
kleska dla ludnosci. Rowniez zjawiska zachodzace w poblizu Europy
dostarczajg podobnych przyktadow. Najbardziej znane jest wezbranie
sztormowe z r. 1953, kiedy natozenie fali ptywowej na wezbranie sztor-
mowe spowodowato przerwanie tam w Holandii i zalanie znacznej po-
wierzchni tego kraju. Ten sam sztorm na Battyku wywotat duze znisz-
czenia na polskim wybrzezu. Jest to zatem problem o duzym znaczeniu
ekonomicznym dla pahAstw nadmorskich, ktére od pamietnego wezbrania
w r. 1953 prowadzg intensywne poszukiwania metody predykcji tego
zjawiska. (Najwieksze sukcesy w tej dziedzinie ma tzw. szkota hambur-
ska prowadzona przez prof. Hansena). U podstaw tej metody lezy uktad
rbwnan hydrodynamicznych, przy czym warunki brzegowe na powie-
rzchni morza okre$lone sg przez warunki meteorologiczne. A wiec dla
predykcji wezbran sztormowych winna by¢ dokonana odpowiednio wcze-
$niej predykcja meteorologiczna, stwarza to niewatpliwie pewne trud-
nosci w zastosowaniu metod prognozowania.

W obecnym opracowaniu przedstawimy metodg hydrodynamiczng pro-
gnozowania wezbran sztormowych w konkretnych akwenach morskich,
kiedy jedynag dostepng metoda rozwigzania jest numeryczne catkowanie
uktadu rownan réznicowych.

2. ZASADNICZE ROWNANIA

Badanie zmian poziomu morza £ (x, y, t) w zaleznosci od kierunku
i predkosci wiatru prowadzi¢ bedziemy za pomocg réwnan wyprowadzo-
nych w pierwszej partii artykutu: Podstawowe réwnania predykcji pra-
déw oraz wezbran sztormowych:

(3.1)

(3.2)

5E _ 8Qx 8Qy

8t Sx Sy (33



W rownaniach tych dodatkowo pomineliSmy wyrazenia nieliniowe
£g y- oraz £g g—, ktore odgrywaja pewna role na ptyciznach, kiedy

gtebokosé H jest tego samego rzedu co Oczywiscie gdybysSmy rozwa-
zali zjawiska w tak ptytkich basenach, wyrazenia nieliniowe wprowa-
dzimy znéw do réwnan ruchu. Jednoznaczne rozwigzanie uktadu row-
nan (3.1, 3.2, 3.3) otrzymamy przez uwzglednienie odpowiednich warun-
kéw poczatkowych i brzegowych.

Oczywiste jest, ze zamiast analizowania uktadu réwnan mozemy wy-
prowadzi¢ jedno réwnanie rozniczkowe wyzszego stopnia dla jednej
zmiennej zaleznej | albo Qx, albo Qy. Wyprowadzimy réwnanie zmian
swobodnej powierzchni morza, w tym celu podstawimy Qx oraz Qy
z rownan (3.1) oraz (3.2) do réwnania (3.3):

(3.4)
gdzie:

oraz
Ty= 'y TBy

Przejdzmy teraz do omodwienia warunkow poczatkowych i brzego-
wych. Wprawdzie mozemy przyjaé dowolne warunki poczatkowe dla
poziomu morza i dla wydatkdbw masowych, jednak niemozliwe jest po-
siadanie rozeznania odnosnie do tych wielkoSci w catym badanym base-
nie. Wybiera sie zazwyczaj takie sytuacje, kiedy wystepowata cisza
i wtedy wiadomo na pewno, ze w catym basenie Qx=Qy= 5— 0 Wa-
runek brzegowy dla wydatkow objetoSciowych jest oczywisty, gdyz skia-
dowa prostopadta wydatku do brzegu winna zanika¢ na brzegu, czyli:

Q.= 0 (3.5)
gdzie n — kierunek prostopadty do brzegu.

3. TARCIE PRZY POWIERZCHNI I DNIE

Réwnania ruchu zawierajg wyrazenia sit zewnetrznych, ktore chara-
kteryzujg naprezenia styczne wiatru. Ruch wywotany tg sitg jest ha-



mowany przez site tarcia przy dnie. Wprawdzie teoretycznie obie te
sity wyrazaja sie podobnie (% &y , & wiec sg zalezne od wspoétczynnika

lepko$ci burzliwej i pochodnej predkosci, to jednak ich wyrazenia empi-
ryczne réznig sie znacznie.

Sity naprezen stycznych wiatru wyrazajg sie w funkcji predkosci
wiatru oraz wiasnosci aerodynamicznych sfalowanych powierzchni mo-
rza:

.. 6aczul, (36)

gdzie: Qa — gestos¢ powietrza, Cz — wspoétczynnik oporu aerodynamicz-
nego na wysokosci z nad powierzchnig morza, Uz — predko$¢ wiatru
na wysokosci z nad powierzchnig morza.

Okreslenie wspoétczynnika oporu aerodynamicznego stanowi jeden z
najpowazniejszych problemow hydrodynamiki morza. Rezultaty wielo-
letnich badan wykonanych na réznych morzach i oceanach zostaty ze-
brane przez Wilsona. Wykazujg one znaczny rozrzut oraz wyrazng za-
leznos¢ Cz od predkos$ci wiatru. Zazwyczaj pomiary anemometryczne sa
wykonywane na wysokosSci z= 10 m, stad tez w dalszym ciggu bedzie-
my mowi¢ o Ci0 oraz Ui0. Generalnie Wilson wskazuje, ze Ci0 dla wia-
trow stabych (ok. 2—8 m/sek) posiada warto$¢ 1,1 10—3 dla wiatrow sil-
nych za$ (ok. 20 m/sek) ta warto$¢ wynosi okoto 2,6 10~3

Wykorzystujac analize Wilsona oraz nowsze badania zalezno$¢ CI10 od
predkosci mozemy przedstawi¢ w postaci liniowej, jak na ryc. 36.

Sity naprezen stycznych przy dnie okres$lane sg w sposéb empiryczny
za pomocg dwoch réznych wyrazen, kiedy zaktada sie proporcjonalnosé
do wydatkow lub kwadratu wydatku. Jesli naprezenie styczne jest pro-
porcjonalne do kwadratu wydatku, to wtedy oddziatuje ono bardzo sil-
nie na charakterystyki ruchu, rownania ruchu bowiem staja sie nielinio-
we. Wspdiczynnik proporcjonalnosci zalezy tutaj od gtebokosci, charak-
teru dna (szorstkosci materiatu dennego); dla naprezenia stycznego przy
dnie wzdtuz osi x zapiszemy:

Qgc-2Qxj/q* -f Qy, (3.73)

podobnie wzdtuz osi y:

*ey= €(Jgc-2Qyj/ol+ 0" (3.7b)

Stata C w powyzszych wzorach wyraza tzw. wspdiczynnik Chezy. Wy-
razenia (3.7a) i (3.7b) czesto przepisywane sg jako:



Ryc. 36. Zalezno$¢ wspoéiczynnika

oporu aerodynamicznego od pred-

kosci wiatru na wysokos$ci 10 m nad
powierzchnig morza

Fig. 36. Dependence of the wind
drag coefficient on wind at 10 m
above the sea

tbx= [tQk-j/Q&+Q ’, (3.8)

TBy= §rQx]/Qg+Q" (3.8b)
gdzie R = 3+10-3

Przyjmujac z kolei, ze naprezenie jest liniowo zalezne od wydatku:

>~ rQx; Ty= rQy, (3-9)
okreslimy wspdéiczynnik proporcjonalnosci r jako:
k't
AH2 (3.10)

gdzie k — wspdiczynnik lepkoSci burzliwej przy dnie.

4, POSTAC ROZNICOWA ROWNAN

Rozwigzanie uktadu réwnan (3.1—3.3) z warunkiem brzegowym (3.5)
dla konkretnych warunkdéw anemometrycznych oraz przy skomplikowa-
nej linii brzegowej, jaka wystepuje w morzach i oceanach, otrzymac
mozemy tylko metodami numerycznymi. Stosujgc metode numerycznego
catkowania zamienimy powyzsze roOwnania ro6zniczkowe na réwnania
réznicowe. Wprowadzajac odpowiednie siatki czasowo-przestrzenne z
krokiem At wzdiuz osi czasu oraz Ah wzdiuz osi x iy, otrzymamy za-
miast wielkoSci ciggtych wartosci dyskretne odniesione do weziow siat-
ki jak na ryc. 37.



Przyjmiemy tez, ze dyskretna wspoOtrzedna wzdluz osi x zmienia

sie w postaci Xj= jAh, gdzie j — liczba catkowita — zmienia sie od
0 do J. Podobnie wzdtuz osi y, yk= kAh, zas 0 k K, oraz wzdtuz
osi t, ti = IAt, gdzie 0~ 1~ L. Oczywiste jest, ze w miare zmniejsza-

nia sie kroku siatki, rozwigzanie numeryczne bedzie coraz blizsze do
rozwigzania analitycznego. Zajmiemy sie teraz doktadniej badaniem sto-
pnia aproksymacji rozwigzania analitycznego przez réwnanie nume-
ryczne.

Przyjmijmy zatem, ze znane jest rozwigzanie analityczne rozpatry-
wanego uktadu réwnan. Niechaj zmiany poziomu morza £(x, y, z, t) be-
dg funkcjg ciagtg swych argumentéw. Zaldzmy tez, ze znamy rozwigza-
nie zagadnienia numerycznego w postaci funkcji £2 , k dyskretnych argu-
mentow, czyli znane sg wartosci funkcji £ tylko w weztach siatki. Aby
porowna¢ te dwa rozwigzania, rozwigzanie analityczne | (x, y, z, t) réw-
niez bedziemy rozpatrywac tylko w weztach siatki i oznaczymy warto$¢
tej funkcji w punkcie j, k, 1 przez £ (j, k, 1.

Wartos¢ absolutna réznicy — E(j, k, 1)— , k bedzie miarg aproksy-
macji rozwigzania analitycznego przez rozwigzanie numeryczne. Dla
og6lnej charakterystyki réznicy wprowadzimy norme. W naszym przy-
padku za norme (oznacza¢ jg bedziemy znakiem I |) przyjmiemy war-
to$¢ maksymalng absolutnej roznicy wybranej na podstawie wszystkich
weziow siatki, czyli:

mr= Max|| (G, k, D— 3 k|. (3.11)
Przy czym indeksy zmieniajg sie w przedziatach:

0< j< J, O<k<K, O0O<l1l<L.



Przechodzac z kolei do analizy aproksymacji rownan rozniczkowych
robwnaniami réznicowymi wykorzystamy wprowadzone powyzej pojecie
normy. Dla utatwienia dalszego zapisu zamiast pisania symboli réznicz-
kowania wprowadzimy operator rézniczkowy A, dzieki temu rownanie
(3.4) przepiszemy w postaci:

Ai=F, (3.12)

gdzie F wyraza sity naprezen stycznych.
Réwnanie rézniczkowe (3.12) w dowolnym wezle siatki j, k, 1 przed-
stawimy jako:
Ai (g, k, )= F(, k, D, (3.13)

robwnanie za$ réznicowe odpowiadajgce rownaniu (3.12) bedzie:
AjkgDk= F @, k, 1). (3.14)

Wyrazenie (3.13) oznacza, ze operator rownania rozniczkowego dziata
na ciggta funkcje 5 (x, y, t) tylko w weztach siatki. W wyrazeniu za$
(3.14) mamy juz do czynienia z operatorem roznicowym Aj k oraz z
funkcjg s], k znang tylko w weztach siatki. Uczynimy teraz dalszy
krok, podobnie jak powyzej dla funkcji; wprowadzimy norme charakte-
ryzujgca stopien przyblizenia réwnania roznicowego do rdzniczkowego:

HASI[=Max |A] (, k, ) — Ajjk £ k| (3.15)

0<j<J, O0<k<K, 0<1c<L.

Rozpatrzmy doktadniej pojecie aproksymacji réwnan rézniczkowych
rownaniami réznicowymi.

W tym celu zamiast uktadu rownan (3.1, 3.2, 3.3) przeanalizujemy
uktad uproszczony bez naprezen stycznych (t= 0), sity Coriolisa (f =
= 0) oraz ze statg gtebokoscig akwenu (H = Const.);

50X = PT.A /01
5t g 5x° NN

Dla przedstawienia numerycznego rdzniczek wystepujagcych w powyz-
szych réwnaniach postuzymy sie szeregiem Taylora. Funkcja w dowol-
nym wezle j, k, 1+ 1 bedzie zatem:



6Ji‘= SU + STAt+ 7STHT + » (4t>). (3 19)

gdzie wyrazenie 0 (At) oznacza rzad wielkosci wzgledem parametru
umieszczonego w nawiasach. Korzystajagc z (3.18) pierwsza pochodna
wzgledem czasu zostanie zapisana jako:

8T = J *At 3k + 0 (Ab- (32°)

Widzimy wiec, ze w miare zmniejszania kroku At wyrazenie rdznicowe
przybliza sie do pochodnej czastkowej, a 0 (At) ->-0. W podobny sposob
mogg by¢ zapisane pochodne wzgledem x oraz y, a uktad rownan (3.16,
3.17, 3.18) w postaci réznicowej:

By A gy jlk+ 0 (At)= gH £t —3SM+ 0 (Ah) (3 21)
n 1+i_o ° £1  _£1
A+ 0(At) = §H Jt+ 0 (Ah), (3.22)
0N+i. k— , Qvyi,k+i - Qvj,k , n A, . _
Ah n Ah + ( .
- 4% N+ O(AD). (3.23)

Analizujagc otrzymany uktad réwnan stwierdzamy, ze rzad aproksyma-
cji wzgledem czasu i przestrzeni jest ten sam i wynosi 0 (Ah) oraz 0 (At).
Najlepsze przyblizenie otrzymamy, kiedy wyktadnik potegi- w wyraze-
niu 0 (Ahn) bedzie jak najwiekszy. W dalszym ciggu w zaleznos$ci od n
bedziemy moéwili o n-tym rzedzie aproksymacji. Tak wiec uktad powyz-
szy posiada pierwszy rzad aproksymacji. Pokazemy teraz sposéb otrzy-
mania drugiego rzedu aproksymacji. W tym celu analogicznie do (3.19)
zapiszemy warto$¢ funkcji £ w wezle j, k, =1 w postaci szeregu Tay-
lora:

t's=5U- f 4£4+slnr+ 0w <32

Odejmujac wyrazenie (3.24) od (3.19) uzyskamy:

S&1~" = 2  At+ 0(A%3 (3.25)

lub dzielagc obustronnie przez 2At:

g? £1+1 _ £1-1

5i= J:W L+ O<Al)!- <326)



Jest to tzw. symetryczna pochodna wzgledem wezta j, k, 1, uzyskalismy
tutaj drugi rzad aproksymacji wzgledem At. Podobnie moga by¢ zapi-
sane pochodne wzgledem x oraz y i w rezultacie caty uktad réwnan be-
dzie posiadat drugi rzad aproksymacji.

5. STABILNOSC ROZWIAZAN NUMERYCZNYCH

Niestety, dla proceséw hydrodynamicznych zaleznych od czasu zape-
whnienie dostatecznego przyblizenia rdwnan roznicowych i rézniczkowych
za pomocg odpowiedniego zapisu wyrazen réznicowych nie zapewnia
jeszcze rozwigzania réwnania réznicowego dostatecznie bliskiego roz-
wigzaniu analitycznemu. Powstaje problem, czy nieznaczny btgd w obli-
czeniu, ktéry powstanie na dowolnym kroku czasowym, bedzie w naste-
pnych chwilach czasowych wzmacniany (niestabilny uktad réwnan réz-
nicowych), czy tez bedzie zanikat (stabilny uktad rownan réznicowych).

Stabilno$¢ rownan liniowych badaé mozna za pomocg metody analizy
harmonicznej. Przedstawimy niewielkie odchylenia df wystepujgce we
wszystkich weztach siatki w postaci:

dl = d£0eiiOx e ioW .. .eloxj eirat. (3.27)

W rownaniach liniowych obowigzuje zasada superpozycji i dlatego wy-
starczajace bedzie, jeSli rozpatrzymy tylko jedng skiadowa odnoszaca
sie do wezta j, czyli:

d| =d|0elgx eiwnt, (3.28)
dalej — poniewaz Xj= jAh a, t= IAt — przepiszemy (3.28) w postaci:
df = Vel, (3.28a)
gdzie: | — j/d£0  eiwt
a = CjAh.

Jesli w dowolnej chwili czasowej |?t|~], to jest oczywiste, ze jest to
stabilny uktad numeryczny. Zastosujemy powyzsze wyrazenie do bada-
nia stabilno$ci réwnania zmian powierzchni swobodnej akwenu w jedno-
wymiarowym basenie morskim.

522 528
<3-29)
Wprowadzajgc posta¢ numeryczna:

SJ+i + £1-1- 21) ej+1+ £1 —21}
- # (329a)




oraz podstawiajagc w powyzsze roéwnanie wyrazenie (3.28a) otrzymamy:

I+ T 2=- S1 0 !4sin!® (330
lub przepisujagc X-)- A(s2— 2)+ 1= 0, (3.31)

gdzie jako s2 oznaczono prawg strone rédwnania (3.30).
Obliczajagc Aotrzymujemy:

+ 227N (2-m»)»-4 (3,32)

tylko kiedy s2 0 warto$¢ Al2->m1, a wiec jest to przypadek stabilnosci.
Wskazemy teraz pewne pociggniecie zapewniajgce stabilno$¢ w wie-
lu uktadach. Otéz w wyrazeniu (3.29a) pochodna wzgledem x zapisana
zostata w chwili 1, — jest to tzw. posta¢ jawna pochodnej. Gdybysmy
te pochodng zapisali w chwili 1+ 1, czyli w postaci niejawnej, wtedy
mamy:
ti+iiki-i__ oEl eH _ :
i D Ip l+i £ 1+i__9J: 1+1\ (3.33)
W 1+1 3-1 >

Rownanie za$ dla Aprzyjmuje postac:
skad:

czyli bezwzgledna wartosé¢ | 1° 1.
A zatem tak wybrane réwnanie réznicowe zawsze wykazuje stabilnosé.
Taki charakter réwnan roznicowych jest czesto zwigzany z zastosowa-
niem niejawnej postaci pochodnej wzgledem wspo6trzednej x.

Czesto spotykane jest w zastosowaniach rédwnanie dyfuzji:

f = KS- <3-36>
Wybierzemy dla niego posta¢ numeryczng w postaci:
bSiIH—%Ij .V f§j+l-l-§§—1—2£> fn nn,
At _K (Ahp ’ (3137)
skad: N= i _ ML 4sin2|. (3.38)

Poniewaz dla stabilnosci |A|*1 otrzymamy:



By 5 iy (3.39,

zatem dla speinienia warunkéw stabilno$ci kroki siatki obliczen nu-
merycznych w czasie i przestrzeni nie moga by¢ wybrane w sposob do-
wolny, muszg one spetnia¢ nieréwnos¢ (3.39).
Postepujac jak poprzednio i wprowadzajgc pochodng wzgledem
x w chwili czasowej 1+ 1, otrzymamy dla k:

+ (Ah)2Sin 2 e
a wiec znow obserwujemy stabilno$¢ bez zadnych dodatkowych warun-
kow.

6. STABILNOSC UKLADU ROWNAN ROZNICOWYCH

Przytoczone powyzej proste przykiady analizy stabilno$ci dotyczyty
pojedynczego rdéwnania réznicowego; przejdziemy z kolei do uktadu
robwnan roznicowych. W tym celu wykorzystamy prace teoretyczne Laxa
i Richtmayera oraz innych. Podobnie, jak powyzej celem tych badan
bedzie stwierdzenie faktu czy zaburzenie wprowadzone w dowolnej
chwili czasowej w uktad réwnan zostaje wzmocnione, czy tez zanika
z czasem; poniewaz jednak wystepuje tutaj kilka niewiadomych, aby
uprosci¢ nieco dalsze rozwazania, wprowadzimy zapis macierzowy, tak
wiec na przyktad uktad rédwnan:

(3.41)

85 8Qx

5t 8x (3.42)

charakteryzujgcy jednowymiarowe przeptywy (wzdtuz osi x) bez sit tar-
cia, w zapisie macierzowym przyjmuje postac:

(3.43)

lub tez jeszcze prosciej, oznaczajagc jako [A] — macierz operatorow,
a, [Q] — macierz zmiennych zaleznych, zapiszemy:



[A] [Q] = [0I. (3.432)

Numeryczne rozwigzanie uktadu rownan (3.43) poprowadzimy za pomo-
cg nastepujacego schematu:

Qx,'j Qx,j_ HLEj+l Sj-I .

At~ gH 2An (344
+1- i.w-Qic.j-,

. AT ? Zgh J (3.45)

Podobnie jak poprzednio ze wzgledu na liniowo$¢ rownan przyjmiemy,
ze zmiany parametrow sa ztozone ze zmian zaleznych od czasu i prze-
strzeni, czyli:

g= we«A (3.46)
oraz
Qx= Qx' el A (3.47)
podstawiajgc do (3.44) i (3.45) otrzymamy:

axi+i _ Qix = gHAt”" (eifh— e~iAh)

Al (3.44a)

,0Ah . .e-JAh)
(3.45a)

Grupujac wielkos$ci zalezne od chwili czasowej 1+1 oraz 1, w postaci
macierzowej:

(3.48)

lub jako:
[A] [Q1+1] = [B] [C1, (3.48a)

a nastepnie przeksztatcajgc z tatwoscig wyprowadzimy znaczenie [Q1+1]
w dowolnej chwili czasowej:

[Qi+i] = [A]"1[B] [Qi] = [G] [QT. (3.49)

Zakladajgc, ze warto$¢ [Q] jest znana w momencie 1= 0, to wartos¢
[Qj w dowolnej chwili t = n 1wynosi:

[Qnl] = [Gn] [QI-. (3.50)

Z przytoczonych powyzej rozwazan oczywiste jest, ze stabilno$¢ ukiadu
nalezy od macierzy [G], zwanej tez macierzg przejscia, od chwili czaso-



wej 1do 1+ 1 Jak wykazat von Neuman, warunek stabilnosci jest spet-
niony, kiedy najwieksza warto$¢ wtasna macierzy [G]

W |<1- (3.51)

Jest oczywiste, ze warto$¢ wiasna w obecnych rozwazaniach spetnia te
samg role, co poprzednio parametr eilAt

Pokazemy teraz sposob wyznaczania wartosci wtasnych. Oznaczmy
elementy macierzy [G] przez Gjk, zatem:

gi2> == gin
G = (3.52)
gnl, ee= jg
Wartosci wtasne wyznaczane sg z rdwnania:
[C] [Q] = AIQ] (3.53)

gdzie [Q] jest wektorem (w rozwazanych przypadkach jest to wektor
kolumnowy), a A jest liczbg zespolong. Rownanie (3.53) posiada rozwig-
zanie niezerowe tylko w tym przypadku, kiedy wyznacznik wspdiczyn-
nikéw jest rowny zero, czyli:

gn —K g2>— >gin
RL @Z—A. N (3.54)

gn, 1= gn ~
W przypadku rownania (3.48) wyznacznik dla okreS$lenia wartosci wia-
snych jest:

. IgHAL .
1—A N sin Ah
= 0, (3.55)
N i —_—
Ahsm Ah, 1—n
skad:
1— A2—gH sin2Ah = 0,
A= i i [/gH~sinAh. (3.56)

A wiec w wybranym przyktadzie jedna z wartosci whasnych jest zawsze
wieksza od jednosSci i dlatego tez nigdy nie obserwujemy stabilnosci.
Przeanalizowany prosty przykiad pozwolit zapozna¢ sie z metodyka
badania stabilno$ci uktadu rdéwnan rdznicowych. Przejdzmy teraz do
przypadku generalnego reprezentowanego przez uktad rownan (3.1),
(3.2), (3.3), tarcie styczne przy dnie wybierzemy w postaci wyrazenia



(3.9). Wprowadzimy nastepujgcg posta¢ numeryczng tego uktadu zapro-
ponowang przez Fischera (1959).

=«!m, *+ w (*'e«-SUJ'+

+ 7« %) 357>

+ + (3.58)
6K - ° ik 2an Wkd+k - XLk

+ Q "kt - Qyj-k-i)- (3-59)

Zwréémy uwage, ze w tym zapisie numerycznym wyrazenia wydatkéw
objetosciowych w réwnaniu ciggtosci zostaly przyjete nie w chwili 1,
ale w chwili 1+1. Chwyt ten zwigzany jest oczywiscie z zapewnieniem
stabilno$ci. Obliczenia przebiegajg w sposob nastepujacy: zaktadajac, ze
w poczatkowym momencie t “to, kiedy wszystkie zmienne zalezne sg
robwne zero, zaczyna wiaé wiatr («x~ 0 oraz ty” 0). Z réwnania (3.57)
oraz (3.58) znajdujemy wydatki objetoSciowe Qx+l oraz Qy+l- W na-
stepnym kroku postepujemy'podobnie, z tym ze oprocz sit naprezen
stycznych wiatru znane bedg réwniez wydatki Qx oraz Qy wraz ze zmia-
nami poziomu 5 z poprzedniego kroku czasowego.

Poszukiwanie stabilnosci poprowadzimy dla przypadku, kiedy «x =
= xy= 0 oraz H = const., podstawiajac najpierw wyrazenie (3.46), (3.47)
do uktadu réwnan (3.57), (3.58), (3.59) otrzymamy:

(3.60)

lub w postaci nieco prostszej:

(3.60a)



Macierz [G] powstajgca w rezultacie mnozenia [A] 1[B] przyjmuje dla
robwnania (3.60) nastepujacg postac:
~1 — rAt, fAt, ia
[G]= — fA, 1—rAt, ia (3.61)
ia (1—rAt— fAt), ia 1 + fAt— rAt), 1— 2a2

Wartos$ci wtasne macierzy [G] okre$lone mogg by¢ z rownania 3 stopnia,
przy tym otrzymujemy dos¢ skomplikowane kryterium stabilnosci:

(3.62)

(3.63)

W przypadku, gdy r= f= 0, z rownania (3.62) otrzymujemy prosty
i powszechnie znany warunek:

jlgH Ah < J 2 (3.64)

GdybySmy w rownaniu roznicowym’ (3.59) nie zapisali Qx oraz Qy
w chwili 1+ 1, ale w chwili 1 to wtedy macierz [G] przyjetaby postac:
1—rAt, fAt, ia
[Gl= —ft, 1—rAt, ia (3.65)
ia, ia, 1
Jedna z warto$ci witasnych tej macierzy jest zawsze wieksza od jed-

nosci i taki zatem uktad numeryczny nie spetnia warunku stabilnoSci.

Wykonane teoretyczne badania stabilnosci majg sens tylko dla rézni-
cowych roéwnan liniowych ze staltymi wspotczynnikami. Zmienno$¢
wspoétczynnikdw uwzglednia sie czesto przez wprowadzenie ich ampli-
tudy zmian. Ale ta zmiennos$¢, jak réwniez warunki brzegowe (ktdrych
nie rozwazaliSmy dotychczas) moga wprowadzi¢ zaburzenia w stabil-
nym przebiegu rozwigzania. Stad tez w przypadku znacznej zmiennoSci
pozyteczna okazuje sie metoda wygtadzania. Zamiast wartosci Q]
w prawej czesci rdwnan (3.57), (3.58), (3.59) wprowadza sie .“$rednig”
z pieciu weztdw siatki przestrzennej sagsiadujgcych z soba:

gdzie a — wspotczynnik liczbowy 0 1.
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Z fizycznego punktu widzenia wysrednianie jest analogiczne do wpro-
wadzenia dodatkowego tarcia do uktadu mechanicznego, co oczywiscie
sprzyja zwiekszaniu stabilnosci.

Porownujac wartosci witasne z wysrednieniem, stwierdzamy, ze po-
przednie wartosci witasne A nalezy pomnozy¢ przez a+ (1—a) sin Ah.

W trakcie omawiania warunkO6w stabilnosci stwierdziliSmy, ze nieli-
niowe réwnania wymagaja oddzielnego ujecia. Wskazemy teraz pewng
droge rozwigzania tego zagadnienia. Wprawdzie rozwigzanie to nie jest
idealne, ale daje wskazéwki co do zachowania sie stabilnosci réwnania
réznicowego. Metoda polega na linearyzacji poprzez przyjecie wyrazen
nieliniowych w postaci wspotczynnikow o okreslonej amplitudzie zmian.
Przytoczmy najprostszy przykiad. Niech ruch wody odbywa sie tylko
w obecnosci sit tarcia dennego w postaci nieliniowej;

-ffS=—esc“20x2= —k QxQx= —k 1Q!Qx, (3.67)
odpowiadajgcg postacig numeryczng jest:

9ij* = Qxj- kAt |Q|Qxr (3.68)

Przyjmiemy |Q| jest state, a nastepnie podstawiajgc Qx w postaci wy-
razenia (3.28a) otrzymamy:

A—1——k |Q]| AL (3.69)

Kryterium stabilnosci wymaga, aby |1— k|Q|At|*I, co narzuca okre-
Slone warunki na wybor kroku czasowego oraz amplitudy zmian wy-
datku |Q].

Bezwzgledng stabilno$¢ otrzymamy, przyjmujac prawga strone (3.67)
w chwili czasowej 1+ 1, wtedy:

—ae ko A<t (70

7. NIEOKRESOWE WAHANIA POZIOMU WOD BALTYKU
ODTWORZONE METODA HYDRODYNAMICZNO-NUMERYCZNA

Jak juz wspominaliSmy, podstawy teoretyczne metody hydrodynamicz-
no-numerycznej (HN) zostaly zbudowane w potowie lat piecdziesigtych,
przy czym prace Hansena (1956) jako pierwsze wskazaty kierunek dal-
szego rozwoju. Nastepnie Platzman (1958) wykorzystat metode HN do
odtwarzania przebiegu fali powodziowej. Na Batltyku prace podobnego
typu zostaty wykonane przez Svansona (1959), Uusitalo (1962). W Polsce



Ryc. 38. lzolinie powierzchni morza o godz. 12.00 16 Il 1962 r., na tle siatki obliczen
numerycznych

Fig. 38. Water elevation in cm, date: 16.11.1962, 12.00 hours

prace z tego zakresu przeprowadzit Laska (1967) oraz Malinski (1973),
Przedstawimy niektore wyniki uzyskane w pracy Laski. Obszar Morza
Battyckiego zostat pokryty siatkg obliczeA numerycznych (ryc. 38). Po-
niewaz uktad réwnan ro6znicowych tylko nieznacznie réznit sie od ukta-
du zaproponowanego przez Fischera (1959), to dla odpowiedniego wyboru
wymiarow siatki przestrzennej i kroku czasowego wtasciwe jest kryte-
rium opisane wyrazeniem (3.64). Maksymalna gtebokos¢ Baltyku wynosi
okoto 200 m. Przyjete wartosci Ah= 40744 m oraz At= 10 min spet-
niajg warunek stabilnosci.

Uktad numeryczny postuzyt do odtworzenia wezbrania sztormowego
z lutego 1962 r. Problem, ktory stwarza najwieksze kiapoty, to oblicze-
nie pola wiatrébw. W pracy wykorzystano wiatry obliczone na podstawie
rozktadu cisnienia atmosferycznego. Oczywiste jest zatem, ze doktad-
no$¢ prognozowania zmian swobodnej powierzchni morza zalezy w zna-
cznym stopniu od prognozy meteorologicznej. Koncowe wyniki ekspe-
rymentu przedstawione na ryc. 39 dajg poréwnanie wartosSci obliczo-
nych i obserwowanych.



Ryc. 39. Krzywe zmian poziomu woéd :----—----- rzeczywiste.......... obliczone
Fig. 39. Sea level curves: ----—---- observed............. calculated



8. BADANIA NIEOKRESOWYCH ZMIAN POZIOMU MORZA
METODAMI STOCHASTYCZNYMI

W podrozdziale Przeksztatcenia liniowe funkcji losowych... wprowa-
dziliSmy pojecie funkcji przenoszenia, kiedy na wejscie uktadu linio-
wego oddziatujg dwa czynniki losowe (wiatr i ci$nienie), a na wyjsciu
uktadu rozpatrujemy jedng funkcje losowg (np. zmiany poziomu morza).
Te ogblne zalozenia ujete za pomocg wyrazen (1.58a...1.59b) zastosujemy
teraz do analizy wezbran szturmowych, przy czym wykorzystamy prace
W. E. Priwalskiego (1968) dotyczgcg Kaliningradu, sadzac, ze wyniki uzy-
skane przez niego bedg mogly by¢ zastosowane do polskich portéw.

Przypomnijmy, ze w tego rodzaju rozwazaniach wahania powierzchni
morza rozpatrywane sg jako wynik liniowej superpozycji proceséw lo-
sowych na wyjsciu liniowego uktadu. Wejsciowe procesy losowe, a wiec
wiatr i ci$nienie, sg stacjonarnymi funkcjami czasu. Problem polega na
obliczeniu funkcji przenoszenia (wyrazenia 1.59a, 1.59b) na podstawie
realizacji wejsciowych funkcji losowych, a nastepnie wykorzystaniu
funkcji przenoszenia do predykcji zmian poziomu morza, wychodzac
z dowolnych warto$ci ci$nienia i wiatru.

Rozpatrzone zostaty dwa przypadki: a) procesy wejsciowe wykazujg
korelacje (wspotczynnik korelacji rowny 1), b) nie ma zadnej korelacji
miedzy procesami wejSciowymi. Za dane dla dalszych analiz postuzyty
roczne (1962) obserwacje cisnienia i wiatru wykonane w odstepach
6-godzinnych w Kaliningradzie.

Zgodnie z wyrazeniami 1.58a, 1.58b, dysponujgc takimi obserwacjami
mozemy obliczy¢é widmowe gestosci, a na ich podstawie funkcje przeno-
szenia Pi (@) i P2(»). Tak obliczone funkcje bedg wykorzystane w przy-
sztosci do predykcji zmian poziomu morza za pomocg wyrazenia:

Y= VYi+ y2= ¢ PiW (t—o dt+ f p2( x2(t—t)dr, <371)

oo — oo

przy zatozeniu, ze procesy wejSciowe, Xi— ciSnienie oraz x2— wiatr, sg
znane na podstawie na przyktad prognozy meteorologicznej.
Przedstawimy funkcje przenoszenia Pi oraz P2 w postaci wyktadni-
czej:
pl== |Pile-¥L P2= |P2lk-"* (3.72)

Zgodnie z wyrazeniem (1.58) wielkoSci wystepujace w (3.72) sg zalezne
od widmowych gestosci; ciSnienia atmosferycznego — Sn, predkosci
wiatru (sktadowa normalna do brzegu) — S22 oraz zmian powierzchni
morza — Sy.



Ryc. 40. Widmowe gestos$ci wiatru (S22), ciSnienia atmosferycznego (Sn) oraz zmian
poziomu morza (Sy) w r. 1968 w Leningradzie

Fig. 40. Power spectrum of wind (S22), atmospheric pressure (Sn) and water level
changes (Sy) (Leningrad, 1968)

Wi ielkosci te obliczone przez Priwalskiego naniesiono na ryc. 40; ob-
serwujemy tutaj zmiany poziomu morza z podstawowymi okresami 73
godz. oraz 94 godz.

Rozpatrzmy przypadek, kiedy procesy wejsciowe nie wykazujg zadnej
korelacji. Zbudowane amplitudy funkcji przenoszenia |Pi|, |P21 oraz
fazy oo, g pokazane zostaty na ryc. 41. Jak wykazujg przesuniecia fa-

zowe cpi, zmiany ci$nienia wyprzedzajg w czasie zmiany poziomu mo-
rza.

Wedtug obliczonych funkcji przenoszenia wykonamy z kolei operacje
odwrotng i obliczymy zgodnie z wyrazeniem (1.56) widmowg gestosc
zmian poziomu morza:

Sy= |P, (]2 Su+ |P2(©)|2S2 (3.73)

bedzie to sprawdzian naszych poprzednich zatozen.



Ryc. 41. Amplitudy funkcji przenoszenia |Pj|, |P2| oraz fazy gx i @2
Fig. 41. Amplitudes of the transfor functions |P1|,|P2| also phase tpt and q®

W koncu posiadajagc funkcje przenoszenia Pi i P2 poprowadzono pro-
gnoze zmian poziomu morza, wychodzgc z wiatru i ci$nienia i wykorzy-
stujac wyrazenie (3.71).

9. OKRESOWE WAHANIA POZIOMU MORZA

Analizujagc zapisy zmian poziomu morza, czesto napotykamy odcinki,
kiedy wahania wykazujg wyrazng okresowo$¢. Najbardziej znane okre-
sowe wahania to ptywy, zjawisko wywotane sitami przyciggania Ksie-
zyca i Stonca. Poniewaz sity te posiadajg zdecydowang okresowos$¢ bli-
skg do 12 godz., 24 godz., stagd tez zmiany poziomu morza generowane
pod wptywem tych sit wykazujg te samg okresowo$¢. W Morzu Batty-
ckim oddziatywanie sit ptywowych na zmiany poziomu jest znikome.
Wysokos$¢ ptywu jest rzedu 2—3 cm. Okresowo$¢ zmian poziomu w Bat-
tyku i morzach podobnych wynika przede wszystkim z istnienia wahan



rezonansowych (drgania wtasne) okre$lonych morfologig basenu. Gene-
ratorem takich drgan sa sity oddziatywania wiatrowego oraz zmiany ci-
$nienia atmosferycznego. W chwili, gdy przestajg dziala¢ te sity, masy
wodne przemieszczajg sie nadal, przy czym zmiany swobodnej powierz-
chni opisane moga by¢ réwnaniem (3.4). Zanim sformutujemy ogdlne
metody badania zmian okresowych za pomocag réwnania (3.4) rozpa-
trzymy jeden z uproszczonych, ale poglagdowych przypadkéw. Przyjmie-
my, ze gtebokos¢ (H) jest stata, wtedy rownanie (3.4) bedzie:

(3.74)

Poszukujac rozwigzania powyzszego réwnania w postaci drgan okreso-
wych z czestoScig m podstawiamy £= £0 (X, y) eint

Dla basenu zamknietego o diugosci 1 oraz szerokosci b otrzymamy dla
okreséw (Tnm) fal stojgcych (fale sejszowe):

(3.75)

gdzie n, m — liczby catkowite wskazujagce numer skfadowej drgan wia-
snych.

Poniewaz witasnie dla okresow Tnm zachodzg zjawiska rezonansowe
prowadzgce do znacznych zmian swobodnej powierzchni morza, przej-
dziemy do sformutowania zagadnienia drgan wtasnych dla zbiornika
wodnego z dowolng morfologiag. Zagadnienie to mozemy podzieli¢ na
dwie czesci:

a) poszukiwanie okresow (czestosci) witasnych,

b) poszukiwanie ksztaltu swobodnej powierzchni dla konkretnego okre-
su drgan witasnych. Cze$¢ a) jest niezmiernie bliska zagadnieniu war-
tosci witasnych X macierzy, sformutowanego w podrozdziale Stabilno$¢
uktadu réwnan réznicowych. Przyjmujac w rownaniu (3.4) zmiany po-
wierzchni akwenu w postaci £= £(x, Y)doA otrzymamy réwnanie:

£(co2— f2) — fg (Sx 5y ]
(3.76)
Przepiszemy (3.76) w postaci operatorowej:
L~co2 (3.76a)

Dla konkretnego basenu rozwigzanie tego réwnania w celu znalezienia
czestosci wiasnych moze by¢ prowadzone wylgcznie metodami nume-



rycznymi. Przyjmujac krok siatki numerycznej jako Ah wzdiuz osi x
oraz y zapiszemy réwnanie (3.76a) jako:

= a(,k) ij+i,k+ b (, k) gj—+k-fc(,k)
£], k+i + d (j, k) — e(j,k) ?ik= K, (3.77)
gdzie a, b, ¢, d,e — wspdtczynniki.
Rownanip (3.77) przedstawia witasciwie uktad réwnan dla wezidw (j, k)
siatki obliczeA numerycznych.
Czesto$¢ wilasna a2 w tym roéwnaniu posiada skorczong ilos¢ wartosci,
rowng ilosci weztow siatki obliczen numerycznych, w przeciwienstwie
do réwnania (3.75), gdzie wystepuje nieskonczona ilos¢ tych wartosci.

Rozwigzanie (3.77) w celu znalezienia a2 mozna prowadzi¢ metodami
szczegotowo dyskutowanymi przez Wilkinsona (1965) i Faddejewa (1959).

Po znalezieniu szeregu warto$ci wiasnych o2!; 022’ prze-
dziemy do poszukiwania ksztattu swobodnej powierzchni. Jest to za-
gadnienie niezmiernie trudne, chociaz wydaje sie, ze wystarczajgce by-
toby rozwigza¢ réwnanie (3.77) przy danym a®, przyjmujac odpowied-
nie warunki brzegowe na catej linii brzegowej akwenu morskiego. Nie-
stety informacje o warto$ciach zmian poziomu wzdtuz linii brzegowej
sg praktycznie niedostepne.

Ta przeszkoda jest niestety nie do pokonania (wytaczajac proste akwe-
ny w ksztalcie kota, prostokata itp.). W tej sytuacji analize drgan okre-
sowych w Battyku poprowadzimy, wykorzystujagc dane mareograficzne
dla obliczen widmowej gestosci, a nastepnie analizujgc maksima wyste-
pujace w wykresie.

10. SEJSZE ZATOKI GDANSKIEJ

Jak wiadomo, Zatoka Gdanska znajdujgca sie w potudniowej czesci
Battyku posiada potkolisty ksztatt i jest czeSciowo zamknieta przez pot-
wysep Hel. Cze$¢ zatoki w poblizu potwyspu zwana jest Zatokg Pucka.
Mareografy, ktorych zapisy stanowig materiat Zréodtowy dla obliczen
widmowej gestosci, znajdujg sie w punktach 1 oraz 2 zatoki (ryc. 44, 45,
46). W celu przebadania zmian okresowych wykorzystamy widmowg
gestos¢, w zatoce bowiem czesto wystepujg zmiany nieokresowe, ktére
silnie znieksztalcajg obraz zmian okresowych. Chociaz widmowa gesto$¢
wskaze nam istnienie pewnych okresowych drgan w widmie zmian po-
ziomu morza, ciggle pozostaje niejasny przebieg tych oscylacji w obsza-
rze zatoki. Dlatego tez wykorzystujgc znane okresy z rozkiadu widmo-
wej gestosci rozwigzemy metodg numeryczng réwnanie zmian powie-



rzchni (3.76) w zastosowaniu do Zatoki Gdanskiej. Dodajmy, ze sejsze
Zatoki Gdanskiej o okresie 2 godz. byly badane przez G. Neumana
(1944), ktéry zastosowat tutaj swojg klasyczng teorie rezonatorow aku-
stycznych, zmiany za$ z przedzialu 40—50 byty opisane przez S. Szym-
borskiego (1955). W dalszym ciggu bedziemy catkowicie opiera¢ sie na
rezultatach uzyskanych w pracy Kowalika (1968a).

10.1. Wstepne przygotowanie danych

Blackman i Tuckey (1958) wykazali, ze widmowa gesto$¢ energii zmian
dtugookresowych moze mie¢ wptyw na widmowa gestos¢ zmian krdtko-
okresowych (a wiec w naszym przypadku sejsze Baltyku moga mieé
wpltyw na sejsze Zatoki Gdanskiej), dlatego rozdzielimy drgania krotko-
okresowe od zmian diugookresowych, wykonujgc filtracje danych mare-
ograficznych. Wymiary Zatoki oraz jej gileboko$¢ ograniczajg okresy
wiasne (T) z gory, czyli mozemy przyja¢, ze T < Tmax. Zmiany z okre-
sami Tmax.” T, ktére nie sg przedmiotem naszych zainteresowan zosta-
ng odfiltrowane. Zawezimy nasz przedziat okreséw wiasnych do Tmax”

5 godz. Rozwazmy teraz zmiany poziomu morza jako funkcje czasu
£(t) albo odpowiadajace jej wartosci dyskretne ~(t) otrzymane na pod-
stawie obserwacji.

Pierwszym etapem filtracji jest znalezienie krzywej wygtadzonej:

oo

W)= I f(t— t)5(x)dt, (3.78)

gdzie f (t— t) — wyrazenie opisujace filtr.

Odejmujgc warto$¢ wygtadzong £ (t) od wartosci £ (t) otrzymamy zmia-
ny krétkookresowe £'(t):

i () — f(t) = i'(t). (3.79)

Wyrazenie og6lne (3.78) zamienimy teraz cosinus filtrem, a warto$¢ wy-
gtadzona obliczana bedzie jako:

(3.80)

W wyrazeniu (3.80) dla uzyskania wygtadzonej wartos$ci z indeksem

k wykorzystujemy n warto$ci zmieniajgcych od — 3 do h wokot k;

n — jest wybierane zgodnie z wymaganym wygtadzeniem.



10.2. Widmowa gesto$¢ zmian poziomoéw Zatoki Gdanskiej

Dla zbadania widmowej gestosci wybrano zapisy mareograficzne w
Sopocie (2) oraz na Helu (1). W przypadku pomiaréw w dwoch punktach
obliczymy nie tylko widmowg gesto$¢ w punktach (1) oraz (2), lecz
takze koherencje (spojnos¢) i faze charakteryzujgce drgania jednocze-
sne w dwoch wybranych punktach (wyrazenia 1.45 i 1.48). Wyniki obli-
czen przedstawione zostalty na ryc. 42 i 43. Na ryc. 42 widmowa gestos$¢
zostata obliczona na podstawie danych odczytanych z mareogramu w
odstepach 5-minutowych od 8—12 V 1958 r. Podobnie rzecz ma sie z ryc.
43, ale odnosi sie ona do przedziatu czasowego 8—10V 1960 r.

Analizujgc widmowg gestos¢ dostrzegamy szereg maksimow, a naj-
wieksze z nich wystepujg przy okresach okoto 4 g, 119 min. oraz 56
min. Oprécz nich wystepuje szereg pomniejszych maksiméw. Przystg-
pimy z kolei do analizy fazy i koherencji. Dla okresu okoto 4 g kohe-
rencja jest w poblizu 1, faza za$ blisko 0°. Dowodzi to, ze drgania z tym
okresem wystepujace na Helu i w Sopocie pochodzg z jednego, tego sa-

Ryc. 42. Widmowa igesto$¢, faza oraz koherencja zmian poziomu morza w Sopocie
i na Helu (8—12V 1958 r.)
Fig. 42. Power spectrum, phase and coherence of the water level changes at Sopot
and Hel (8—12.Y.1958)



Ryc. 43. Widmowa gesto$¢, koherencja oraz faza zmian pozioméw morza w Sopocie
oraz na Helu (8—10VI 1960 r.)

Fig. 43. Power spectrum, phase and coherence of changes of sea level at Sopot
and Hel (8—10.V1.1960)

mego, zrédta oraz, ze znajdujg sie one w tej samej fazie, czyli, ze mo-
wigc inaczej zmiany w czasie na Helu i w Sopocie zachodzg podobnie.
Okres 2-godzinny wykazuje podobne cechy. Warto$¢ koherencji lezy
powyzej poziomu ufnosci, a faza bliska 0°.
Inaczej rzecz sie ma z okresem 56 min; wystepuje on tylko w Sopo-
cie, na Helu nie ma drgan, z tym okresem, stagd wartosci fazy i kohe-
rencji sg tu przypadkowe.



10.3. Préba wyjasnienia przebiegu przestrzennego drgan sejszowych

Punktem wyjSciowym do dalszych badahA bedzie rownanie (3.76), bez
sity Coriolisa, nasze drgania bowiem lezag w dali od okresu wahadto-
wego:

S -4~ Hi+ ¥ HI] =0" (381)
Rozwigzanie numeryczne tego réwnania poprowadzimy, zaktadajac

na brzegu — = 0 (n kierunek prostopadty do brzegu) oraz na granicy

taczacej zatoke z otwartym akwenem £= 0. Rezultaty obliczen dla
okresow 4 g, 2 g oraz 56 min. zawarte sg na ryc. 44, 45, 46. Linie cia-
gte na tych rycinach oznaczajg linie pradu, tzn. linie wzdtuz ktorych
poruszajg sie czasteczki cieczy.

Drgania z okresem 4 g sg drganiami basenu zamknietego, sktadaja-
cego sie z Zatoki Gdanskiej i Puckiej. Przy tym kornce tego akwenu to
Zatoka Pucka i Srodkowa cze$s¢ Mierzei Wislanej. W badanych punktach
na Helu i w Sopocie drgania zachodza prawie jednoczesnie, co zgadza
sie dobrze z obliczeniami fazy wykonywanymi poprzednio. Dodajmy, ze

Ryc. 44. Linie pradu oraz linia weztowa dla sejszy 4-godz.
Fig. 44. Current isolines and nodal line of the 4 hour seiche



Rozewie

Gdarsk .W

Swibno

Ryc. 45. Linie pradu oraz linia weztowa dla sejszy 2-godz.
Fig. 45. Current isolines and nodal line of the 2 hour seiche

Ryc. 46. Linie' pradu dla sejszy 56-min.
Fig. 46. Current isolines for 56 min. seiche



czes¢ energii drgan sejszy 4 godz. wypromieniowuje na otwartg zatoke,
co potwierdzajg miedzy innymi badania fal wewnetrznych na Giebi
Gdanskiej, Kowalik (1966). Linia przerywana na rycinie 44 wyznacza
przypuszczalny bieg linii weztowej.

Przebieg sejszy 2 godz. przedstawia rycina 45; linie pragdu wybiegaja
z Zatoki Puckiej; sg to zatem fale stojace otwartej Zatoki Puckiej. Na-
lezy podkresli¢, ze taki przebieg sejszy Zatoki Puckiej sugerowat row-
niez G. Neumann (1944).

Rycina 46 przedstawia przebieg drgan wiasnych dla okresu 56 min.
Linie pradu biegna od $rodka Zatoki Gdanskiej do brzegéw. Odrzucajac
potwysep Hel, sejsze z okresu 56 min. moga by¢ przyjete jako drgania
potkolistego basenu.

Przepisujac rownanie (3.81) dla obszaru kulistego z poczatkiem wspot-
rzednych (0, r) w $rodku zatoki, mozemy zapisaé rozwigzanie w postaci:

i — InJn (Nalj rfcosn®©cos “t, (3.82)

& = 0, skad otrzymamy:

r.A -0 . (3.83)

Dla podstawowej sktadowej drgan kulistych otrzymamy:

skad dla czestosci wiasnych:
corQ _ 2ji rG
VgH T 1/igH

Przyjmujac dla zatoki | gH” 22 m/sek. oraz rc 45 km, otrzymamy
okresy drgan wiasnych odpowiadajgce powyzszym wartosciom

je- 1,219: n w2,230 itd.

TO~ 55 min, Tx” 30 min.

Niejasna niestety pozostaje przyczyna nieobecnosci tych drgan na He-
lu. Najbardziej prawdopodobng przyczyng moze by¢ to, ze — jak wy>-
nika z réwnania (3.82) — Hel lezy w poblizu linii weztowej drgan z
okresem 56 min.

Reasumujgc stwierdzi¢ nalezy, ze przyroda zjawiska drgan wtasnych
okazata sie¢ nadzwyczaj prosta. Dwa baseny wodne: Zatoka Gdanska i
Zatoka Pucka posiadaja drgania sejszowe z okresami 56 min. i 2 godzi-
ny, poniewaz jednak sa one potaczone, wystepujg drgania wspdine z
okresem 4-godzinnym.



11. OKRESOWE WAHANIA STANOW WOD
U WYBRZEZY POLUDNIOWEGO BALTYKU

Rezultaty, ktére bedag tutaj przedstawione zostaly uzyskane w pra-
cach Kowalika i Wrdéblewskiego (1973). W celu uzyskania miarodaj-
nego materialu obserwacyjnego zebrano dane z 3 stacji mareograficz-
nych polskiego wybrzeza, to jest z Nowego Portu, Kotobrzegu i Swino-
ujécia. Zmiany widmowej gestosci w przedziale 8—60 godz. obliczono
na podstawie notowan standw wody co 4 godz. w kazdym z tych portow
w r. 1968. Wobec wykazania znacznej koherencji dla oscylacji pozio-
mow wody dla T~ 43 godz., obliczenia zmian dla T~ 43 godz. przepro-
wadzono na podstawie notowan mareografu w Swinoujsciu. Wybér ma-
reografu w Swinoujéciu za podstawe obliczen dla catego wybrzeza uza-
sadniony byt diugoscia okresu obserwacyjnego na tej stacji. Szczegoto-

Ryc. 47. Widmowa gesto$¢ zmian poziomu morza w Nowym Porcie (11—31 X1l 1968)
Fig. 47. Power spectrum of water level changes at Nowy Port (1.1—31.X11.1968)



Tabela 3

Serie obserwacji stanéw wody stanowigce podstawe obliczen widmowych gestosci
Series of data which are taken as a basis for the computation of the power spectrum

Nazwa stacji
Name of
station

Nowy Port
Kotobrzeg

Swinoujscie
Swinoujécie
Swinoujécie

Swinoujécie

[ e

Okres pomiarow

Measurement time

1968—31 XIlI
1968—31 XII
1968—31 X1
1969—31 XI1I

1968
1968
1968
1969

1824—X11 1944

1811—1970

(Godz.)
t

O

24
1miesigc
1 month

1rok
1 year

Liczba danych
Number of data

2196
2196
2196

731
1452

160

Ryc. 48. Widmowa gesto$¢ zmian poziomu morza w Kotobrzegu (11—31 X11 1968r.)
Fig. 48. Power spectrum of water level changes at Kotobrzeg (1.1.—31.X11.1968)
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Ryc. 49. Widmowa gesto$¢ zmian poziomu morza w Swinoujsciu (11—31 XI1 1968 r.)
Fig. 49. Power spectrum of water level changes at Swinoujécie (1.1.—31.X11.1968)

we dane dotyczace serii pomiaréw, na ktorych oparto obliczenia, zesta-
wione sg w tab. 3.

Obliczenia widmowej gestoSci metodg przedstawiong w rozdziale:
Podstawowe réwnania predykcji pradéw... na podstawie serii pomiaréow
stanéw wody z r. 1968, dato obecny material por6wnawczy charaktery-
zujacy okresowe oscylacje pozioméw morza w Nowym Porcie, Koto-
brzegu i Swinoujéciu. Wyniki obliczen przedstawiono na ryc. 47, 48, 49.

Przed analizg materiatu obliczeniowego celowe jest przedstawienie
dotychczas rozpoznanych okres6w oscylacji badanego zjawiska. Zesta-
wienie danych w tym zakresie jest zawarte w tab. 4.

Na rycinach 47, 48, 49 wystepowanie wyzej wymienionych okreséw
oznaczono cyframi arabskimi oznaczajgcymi liczbe porzgdkowga danego
zjawiska wedtug tab. 4. Okresy nie podane w tabeli oznaczone sg strzat-
kami i podang w prostokgcie wartosScig okresu.



Periods of sea

Lp.

o U1~ W

10

11
12
13
14

15
16

17
18

Wyniki

T (godz.)

9,6

11,97
12,00
12,42
12,66
12,90

13,00
17,90
19,10
22,50
23,90
24,07
25,82
27,40
39,40
ca 73

ca 94
ca 120

level

Tabela 4

Okresy oscylacji stanéw wody w potudniowym Batyku dla T > 8 godz.

oscillation in the Southern Baltic for

Opis oscylacji

Description of the oscillation

Sejsze Battyk zach. — Zatoka Finska

okres sejszy czteroweziowej
Ptyw pétdobowy mieszany
Ptyw péitdobowy stoneczny
Ptyw pétdobowy ksiezycowy
Ptyw eliptyczny ksiezycowy
Sejsze Battyk zach. — Zatoka
okres sejszy czteroweztowej
Sejsze Battyk zach. — Zatoka
okres sejszy trzyweztowej
Sejsze Battyk zach. — Zatoka
okres sejszy trzyweztowej
Sejsze Battyk zach. — Zatoka
okres sejszy dwuweztowej
Sejsze Battyk zach. — Zatoka
okres sejszy dwuweztowe,,
Ptyw dobowy mieszany

Ptyw dobowy stoneczny

Ptyw dobowy ksiezycowy
Sejsze Batltyk zach. — Zatoka
okres sejszy jednoweztowej
Sejsze Baltyk zach. — Zatoka
okres sejszy jednoweztowej
Spietrzenia sztormowe
Spietrzenia sztormowe
Stojgce fale wiatrowe

obliczen fazy i koherencji pomiedzy seriami
w Nowym Porcie i Kotobrzegu w 1968 r. przedstawione sg na ryc. 51
Widmowa gestos¢ obliczona na podstawie $rednich dobowych standow
wody w Swinoujsciu w latach 1968 i 1969 przedstawiona jest na ryc. 50.
Widmowe gestosci wahah ditugookresowych rzedu miesiecy i lat przed-
stawione sg na ryc. 52, 53 dla obliczeA na podstawie S$rednich rocznych
stanow wody w Swinoujéciu. Zbiorczy wykres widmowej energii wahan
standw dla okreséw 8 godz.» T~ 22 lata przedstawia ryc. 54. Wspét-

rzednymi w tym wykresie sg S (T) oraz log

sno$¢, ze zachowane jest pole pod krzywa charakteryzujgcg energie;

bowiem:

Botnicka

Finska

Botnicka

Finska

Botnicka

Finska

Botnicka,

T> 8h

pomiarowymi

, ktére majg te wta-



Ryc. 50. Widmowa gesto$¢ zmian poziomu morza w Swinouj$ciu na podstawie
Srednich dobowych w latach 1968— 1969
Fig. 50. Power spectrum of the water level chan,ges at Swinoujécie based on daily
means for 1968 and 1969

Ryc. 51. Faza i koherencja na podstawie zmian pozioméw morza w Nowym Porcie

i Kotobrzegu w r. 1968

Fig. 51. Phase and coherence of water level changes at Nowy Port and Kotobrzeg
in 1968



Ryc. 52. Widmowa gestoéé zmian poziomu morza w Swinoujéciu na podstawie
Srednich miesiecznych
Fig. 52. Power spectrum of water level changes at Swinoujécie based on monthly
means

Ryc. 53. Widmowa gesto$é
zmian poziomu morza w
Swinoujéciu na podstawie
$rednich rocznych w okre-
sie 1811—1970
Fig. 53. Power spectrum of
water level changes at
Swinoujscie based on year-
ly means for 1811—1970

S(co)d<o= ~ S(T)d (log”j.

Analizujagc ten ogélny wykres stwierdzamy przede wszystkim, ze ob-
wiednia poszczeg6lnych maksimow wykazuje wzrost zmian poziomu w
przedziale od 70 godz. do 1 roku.

Mozemy tutaj wskaza¢ znaczng wartos¢ drgan z okresem 73 godz.,
120 godz. (badane przez Magaarda), 0,5 roku oraz rok.
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11.1. Diugookresowe oscylacje Srednich rocznych standw wody
Morza Battyckiego

Badania dtugookresowych wahar nie sa tak zaawansowane, jak anali-
za oscylacji o okresach krétszych. Wynika to przede wszystkim stad,
ze notowania stanow wody w morzu zazwyczaj nie przekraczajg kilku-
dziesieciu lat, co powoduje brak mozliwosci dokladnego wydzielania
zmian diugookresowych. Morze Baltyckie jest jednak jednym z najle-
piej poznanych akwendéw w oceanografii Swiatowej, charakteryzowanym
przez wyjatkowo dtugie serie obserwacji wodowskazowych. Jedng z ta-
kich serii obejmujaca okres notowan 1811—1970 w Swinoujsciu przyj-
miemy za podstawe dalszych obliczen. Rdwnolegle dla zbadania zalez-
nosci od zjawisk atmosferycznych wykorzystano obserwacje liczb Wol-
fa wykazujgcych aktywno$¢ stoneczng w zaleznosci od powierzchni plam
stonecznych. Dane dotyczgce liczb Wolfa zostaly pobrane z opublikowa-
nych wynikow obserwacji Mergentalera (1958).

Srednie stany wody z lat 1811—1970 oraz liczby Wolfa przedstawio-
ne zostaty na ryc. 55. Zanim przystagpiono do obliczen, stwierdzono za

Ryc. 55. Srednie roczne liczby Wolfa (R) oraz $rednie roczne stany wody (H)
w Swinoujéciu w okresie 1811—1970
Fig. 55. The occurrence of annual mean sea levels at Swinoujscie and the average
annual Wolf numbers for the 1811—1970 observation period



pomocg testu trendu (Bendat i Piersol) odchylenie od warunkéw stacjo-
namosci. Wyniki obliczen testowych zgadzatly sie ze znanym zjawiskiem
stopniowego obnizania sie wybrzeza w rejonie Swinoujscia oraz tenden-
cja podnoszenia sie poziomu Battyku od lat siedemdziesigtych XIX wie-
ku, ktora tazarenko (1961) szacowat na 2,5 cm/I00 lat. Srednig wielko$é
trendu obliczono, stosujagc wzor:

Tr - Tr|3

= (Tr/3) (2Tr/3) / S dt~ | 5<><Le 385>
2Tr/3 0

gdzie: af — $rednia wielkos¢ trendu, Tr — zakres czasowy serii pomia-

rowej, £ (tf) — dane pomiarowe w funkcji czasu.

Przeprowadzone obliczenie wykazato, ze $rednia wielko$¢ trendu wy-
nosi 0,07 cm/rok. Wprowadzenie do serii pomiarowej poprawki oblicza-
nej wzorem (3.85) spowodowato usuniecie trendu liniowego i dobre wy-
niki testow stacjonarnosci.

Obliczenia widmowej gestosci wykonano na podstawie metody
przedstawionej w rozdziale: Podstawowe rdwnania predykcji pradéw...
Wyniki podstawowych obliczerr przedstawiono na ryc. 56, gdzie nanie-
siono widmowg gestos¢, koherencje i faze. Wykres charakteryzujacy
liczbe Wolfa wykazuje tylko jedno maksimum dla okresu T = 11 lat.
Znaczne iloSci energii skupione woko6t podstawowego maksimum i obej-
mujagce sasiednie okresy wokot 11 lat ilustrujg znane zjawisko nieregu-
larno$ci wystepowania plam stonecznych. Wykres dla $rednich stanow
rocznych wykazuje trzy zaznaczajgce sie maksima. Maksima widmowej
gestosci odpowiadajg $rednim okresom Tj= Il lat, T2= 5—6 lat, T3=
= 3 lata. Cechy metody widmowych gestosci powoduja, ze okresy le-
zace poza przedziatem 2 T~ 11 lat nie moga by¢ dostatecznie anali-
zowane na podstawie 169-letniej serii.

Przeprowadzone orientacyjne obliczenia dla réznych wartosci M wy-
kazaty wystepowanie okresu T = 23—28 lat oraz okoto 16 lat. Okresy
te zaznaczaly sie w obliczeniach, chociaz doktadno$é¢ obliczeA jest tu-
taj bardzo niewielka. Skupienie energii wokot poczatku uktadu wspét-
rzednych (T oo, (0= 0) wskazuje na istnienie oscylacji o okresach
dtugich i miedzy innymi nie wykluczajg one istnienia okresu T~ 78 lat
wspominanego w literaturze i odpowiadajacego okresowi zmiennosci liczb
Wolfa.

Nalezy podkresli¢, ze Srednie roczne stany wody w Morzu Battyckim
zalezg przede wszystkim od intensywnosci cyrkulacji atmosferycznej
nad potnocnym Atlantykiem, Morzem Pétnocnym i Morzem Battyckim,
sptywu wod ladowych do basenu battyckiego, wahan eustatycznych
oceanu $wiatowego oraz zmian gestosci wody morskiej.



Ryc. 56. Widmowa gesto$¢, koherencja i faza S$rednich rocznych pozioméw morza
w Swinoujéciu oraz $rednich rocznych liczb Wolfa dla okresu 1811—1970

Fig. 56. Power spectrum, coherence and phase of annual mean sea levels at Swino-
ujscie and average annual Wolf numbers for the period 1811—1970

Wykazany okres 11-letni jest zwigzany z cyklami aktywnos$ci stone-
cznej. Zaleznos$¢ ta jest udowodniona przez wyniki obliczen koherencji.
Warto$¢ koherencji wynosi 0,66, przy poziomie ufnosci 0,52. Obliczenia
fazy wykazaly, ze S$rednie roczne stany wody wyprzedzajg zmiany



Ryc. 57. Znormalizowany korelogram $érednich rocznych stanéw wody w Swinoujsciu
oraz $rednich rocznych liczb Wolfa dla okresu 1811— 1970

Fig. 57. Cross correlation diagram of annual mean sea levels at Swinoujécie and
the average annual Wolf numbers for the 1811—1970 observation period

aktywnosci stonecznej o 3,7 lat. Przedziat ufnoSci obliczen fazy wynosi
+ 13° dla prawdopodobiefAstwa 95%.

Wystepowanie okresu 11-letniego dla obu opisywanych proceséw oraz
przesuniecie w fazie zostaly réwniez wykazane przez znormalizowang
funkcje korelacji (ryc. 57).

Najbardziej prawdopodobne okresy sptywu wod rzecznych (jak wy-
kazali Kalinin i Davydova — 1968) dla pd&tkuli pdinocnej wynosza
2—3, 5—7, 10—12, 25—28 lat. Jak wynika z tych danych, okresy te po-
krywajg sie z wykazanymi okresami S$rednich rocznych standéw wody
W morzu.

Badania dotyczace makroproceséw wzajemnego oddziatywania morza
i atmosfery (Duvanin — 1968) wykazujg istnienie okresow 2—3, 4 lat
oraz 4—7 lat. Z przytoczonych badan oraz na podstawie licznych obser-
wacji i wykonanych obliczen mozna wnioskowa¢, ze cykliczno$¢ $red-
nich rocznych standw wody jest wynikiem wahan makroskopowych
uktadu morze — atmosfera, przy czym dla okresu 11-letniego wahania
te sg niewatpliwie spowodowane zmianami aktywnos$ci stonecznej. Dal-
sze badania winny wykazaé, w jakim stopniu dtugookresowe zmiany uza-
leznione sg bezposrednio od czynnikow atmosferycznych oraz w jakiej



mierze wystepuje posredni wptyw atmosfery poprzez sptyw wod lgdo-
wych do basenu morskiego.

Na zakonczenie przedyskutujemy zagadnienie zwigzane z przebiegiem
widmowej gestosci przy czestosci drgan @ 0. Obserwujac wykresy wid-
mowej gestosci zauwazamy, ze zazwyczaj S (@) kiedy co-*0 przyjmuje
znaczne wartosci. Jest oczywiste, ze te znaczne warto$ci nie odnosza sie
do w= 0, lecz do przedziatu czestosci lezgcego wokot w= 0. Najblizszg
=+ 0 czesto$¢, dla ktérej widmowa gesto$¢ zostata obliczona oznaczmy
aQ Z wyrazenia (1.32) wiemy, ze widmowa gesto$¢ réwna jest:

ST(CDJ =1 1 «t(eco)l2,
za$
@®
—@®
Kiedy ©-> 0, mamy:
(03]
(3.86)
—00
oraz
@ 2
(3.87)
—e0

Z powyzszego wynika i jest oczywiste, ze ST (0)8§=0, gdy
(09)

—0

tzn. kiedy Srednia wartos¢é funkcji UT(t) jest réwna zero. Ten
przypadek moze zachodzi¢ dla zmian typu losowego. W przypadku
obliczeA numerycznych mamy do czynienia nie z czestosciag = 0, lecz
z przedziatem 0~ ®” oX, stad tez istnienie znacznych wartos$ci widmo-
wej gestosci okoto czestosci m= 0, oznacza tylko to, ze wartosci widmo-
wej gestosci zostaty zsumowane w przedziale czestosci 0” ®” au
i przyjete jako S (o= 0), a zatem nie majg one wiele wspo6lnego z pra-
wdziwg wartoscig S (o= 0).
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Summary

The main interest in this paper is focused on presenting the prediction methods
for describing and evaluating the wind currents and storm surges in shallow seas.

Chapter | gives the methods of prediction:

a) by means of hydrodynamical eguations and
b) by stochastic methods.

The generat system of hydrodynamic eguations (1.1, .. 1.3) has been transformed
biy means of dimensional analysis into eguations (1.6, .. 1.8), which are cha-
racteristic for currents in shallow seas, and into eguations (1.12, 1.13, 1.21) depict-
ing mass transport and serving for prediction of storm surges.

In the second part of Chapter 1, the linear transformations of random functions
are introduced. Among other the transfer functions of linear system p (t), when
a random process x (t) acts at the input and y (t) at the output — the eguation
(1.39) — Fig. 1 — is shown.

A more complicated situation is shown in Fig. 2, where we notice N processes
at the input. The paper describes the situations, when at the input of the mechanical
system there are two processes (wind and pressure) and at the output — one
process, the variations of sea level.

The eauation (1.49) describes a generat case. Fourier transform of this eguation
(1.52) is used to derive the eguation of power spectrum of the output process SY —
eguation (1.93). The special case of two variables at the input (Xj and x2) is presen-
ted the system of eguations (1.58a, 1.58b).

After having determined the basie eguations and methods, the author proceeds

to the solution of special problems. Chapter Il deals with steady wind driven
currents in shallow seas (islands included). Ekman type eguations (2.2—2.3)
contain an unknown value 8 — disturbance in height of the free surface from its

undisturbed level. In order to determine this value, the eguations of mass trans-
port (2.7, 2.8) have been formulated, and further, by using the continuity eguation
(2.10), the stream function 'F has been introduced, and the mass transport eguations
have been compressed into one eguation (2.12) with the boundary condition (2.13).

If there are islands in the sea, the area of integration for the eguation (2.12) is
no longer simply connected and the additional boundary conditions are intro-
duced with the help of eguations (2.23).

After the generat problem is determined, the author deals in Chapter Il para-
graph 6, with the analysis of simplified models: constant depth sea — para. 6.1,
varying depth sea — para. 6.2, sea with an island — para. 6.3. This Chapter also

considers some problems relating to the convergence of iteration method intro-
duced in order to solve the eguation (2.12).

Para. 7 presents the calculation of wind driven currents in the Baltic Sea with
two islands: Gotland and Bornholm. The results of calculations in the form of



isolines of stream function for the wind W 10 m/sec are shown in Fig. 13 and the
distribution of surface currents — in Fig. 14. Similar characteristics are shown in
Figs. 16 and 17 for the wind N, 10 m/sec. The characteristic gyres in the lines of the
stream function — Figs. 13 and 16 — are the result of coupling the wind stress («x,

Sh &
Ty) and the bottom slope Lo o .The currents in the Baltic were calculated with

a grid size of 10 nautical miles and a similar method was used for the calculation
of Gdansk Bay currents with a grid size of 1 nautical mile, while the interpolated
value of stream functions on the boundary between the Baltic and Gdansk Bay
was adopted from the previously obtained model.

The problem of approximation of differential eguations by finite differences and
the convergence of iteration methods used were dealt with in para. 9, where
attention was also paid to the occurrence of the so-called "numerical friction” as
a result of an unsufficient approximation.

At the end of Chapter Il, the paper contains some results of current speed mea-
surements in the Gotland Deep, and in the power spectrum process (Fig. 30) one
can notice the main maximum the period of about 145 hours, egual to the inner-
tial period.

In Chapter 111, the method of forecasts™ of sea level changes are presented. The
basie eguations (3.1), (3.2) and (3.3), which are characteristic for the non-steady flows,
reguire a special approach for numerical solution and to this aim para. 4 determi-
nes the problems of numerical approximation, and para. 5 and 6 — the stability of
numerical solutions, first of one eguation and then of a system of eguations. Non-
-periodical leve'l changes of the Baltic have been shown with numerical methods
and the results are presented in Fig. 39.

In para. 8 one can find methods of examining non-periodical sea level changes
by of stochastic methods from Chapter Il. Para. 9 and subseguent deal with
periodical level changes of the Baltic in an interval of 05 hour for 22 years.
The summing-up figure of power spectrum (Fig. 54), enables us to observe the
basie changes over periods of 11 years, 6 years, 3 years, 1 year, 0.5 year, 120 hours,
73 hours.
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