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Wstap

Prady w morzach wykazujgcych stratyfikacje gestosciowg byty
przez wiele lat obliczane na podstawie metody dynamicznej zapropono-
wanej przez Helland-Hansena i Sandstrama (wg A. Defant 1961), ktéra
polegata na wyprowadzeniu podstawowego réwnania wigzacego predkosci
pradu na poszczeg6lnych gtebokosciach z réznicami cisnien hydrostatycz-
nych. Niestety, metoda ta zawiera szereg dodatkowych warunkéw nie-
zbednych dla jej zastosowania. Jednym z nich jest znalezienie poziomu
odniesienia, czyli takiej gtebokosci, od ktdérej prowadzone sg obliczenia
i na ktérej znana jest predkos$¢ pradu. Poziomem odniesienia wybierano
zazwyczaj powierzchnie ,zerowg”, gdzie pozioma skladowa predkosci
pradu zanika. Poniewaz w morzach ptytkich, jak omawiany Baittyk, nie-
mozliwe jest wskazanie takiej powierzchni, stad tez w niniejszym opra-
cowaniu zastosowano nowg metode obliczania predkosci i kierunku pradu,
a mianowicie na podstawie rozkiadu gestosci wody.

Za wyjsciowe réwnanie dla dalszych obliczen przyjeto réwnanie
przeptywdéw geostroficznych przy zatozeniu, ze gesto$¢ znana jest na
caltym obszarze morza. Wprowadzajagc odpowiednie warunki brzegowe
otrzymano jednocze$nie rozwigzanie rdéwnania przeptywdédw geostroficz-
nych.

Dzieki takiemu postepowaniu uzyskano ogdlny obraz pradéw w mo-



rzu i uniknieto trudnosci zwigzanych z wyborem powierzchni ,zerowej”
stosowanej w metodzie dynamicznej.

Nalezy jednak zaznaczyé¢, ze tok obliczen w proponowanej metodzie
jest o wiele bardziej skomplikowany niz w metodzie dynamicznej.

Aby wyjasni¢ pewne witasciwosci metody oraz niektore cechy fizycz-
ne przeptywéw wywotywanych stratyfikacjg, obliczono przeptywy na
dwdch modelach uproszczonych: morza o powierzchniach w ksztalcie ko-
ta oraz prostokata. W tych przypadkach prady gestoSciowe sga wypadko-
wa dwoch skiadowych wywoltywanych roéznicg gestosci oraz nachylenia
powierzchni morza.

Rezultaty otrzymane dla Morza Baltyckiego wykazaly, ze prady
zwigzane z gestoscig sg niewielkie, rzedu 0,5—5 cm/sek. Czasteczka wo-
dy zatem wedruje od ciesnin dunskich do Zatoki Finskiej mniej wiecej
jeden rok.

Jak wiadomo, og6lny przebieg prgdéw w Battyku zwigzany jest
z wlewem wdéd z Morza Potnocnego, jednak wyniki otrzymane w niniej-
szym opracowaniu wykazujg, ze cyrkulacja w znacznej mierze zalezy
réowniez od gtebokosci. W szczegdélnosci wokdt glebi daje sie zauwazyé
ruch kotowy zmieniajgcy ogdlnie znany przebieg wymiany wéd w Bal-
tyku.

1. PODSTAWOWE ROWNANIA

Przeptywy ustalone w morzach bedziemy rozwazaé, pomijajac
wptyw tarcia oraz zaktadajgc, ze badany rejon oceanu lub morza nie
znajduje sie na rowniku.

Niech poczatek prostokgtnego uktadu wspoétrzednych znajduje sie
na swobodnej powierzchni tak, aby 0§ x wskazywata na wschdd, 0§ y na
poinoc, a 0$ z do Srodka ziemi.

Jak wiadomo, réwnania opisujace ruch ustalony majg postac:

(1.1)
gdzie: u — wektor predkosci, ktérego sktadowe wzdtuz osi %, y, z ozna-
czymy u, v, w; f — parametr Coriolisa, p — cisnienie, g — gestos¢, g —
przyspieszenie sity ciezkosci.

Przeprowadzimy linearyzacje réwnania (1.1) zakladajgc, ze stanem
podstawowym jest stan réwnowagi hydrostatycznej przy zatozeniu jed-
norodnego rozktadu gestosci, a zatem:

P= Po+ P'+
9= 00+ 0"+ — (1.2)
u=u'+



Podstawiajgc rownanie (1.2) do (1.1) otrzymamy:

(1.3)
oraz

Q@[ful= — V p'-hge". (1.4)

Roéwnanie (1.4) bedzie podstawowym réwnaniem do obliczen pradow
wyniktych z réznic gestosci.
Przepiszemy je w postaci skalarowej:

1.5

(1.6)
1.7)

J
Do powyzszych rdéwnan dodamy roéwnanie ciggtosci -gt- = 0, ktore dla

przeptywdw ustalonych upraszcza sie:

S
§N(<?o0u’) + §M(eOv') + N (gqOw') = o. (i.8)

Zazwyczaj w przedstawionym powyzej uktadzie réwnah powinno tez
wystepowac¢ rownanie stanu, ktore jednak w danym przypadku jest
zbedne, gdyz naszym podstawowym zatozeniem jest znajomo$¢ jednego
z parametréw, a mianowicie gestosci — 0, przy czym zaktadamy, ze
jest ona obliczana na podstawie zasolenia i temperatury wody.
Poniewaz cisnienie w cieczy jednorodnej wyraza sie rownaniem:

z

Po — g f Oodz, 1.9
w cieczy niejednorodnej zas: 0
p= gfZ Odz= g™ (0 + g JZ 0dz, (1.10)
a réznica ich wynosi: - i
P'= p— Po = QEOf + gJZde. (2.11)

0

Te warto$¢ wprowadzono nastepnie do réwnan (1.5) oraz (1.6).
W powyzszych réwnaniach: £— zmiana potozenia swobodnej po-



wierzchni morza wokét potozenia z= 0; o('Q— gestos¢ wody na swo-
bodnej powierzchni.

W celu utatwienia dalszych obliczeh i rozwazan wprowadzono na-
stepujace oznaczenia:

z -ii

<7 = :f‘ Q'dz; goH= 1 g'dz, (1.12)

0 0

H
Ph= gfEee)+ oH, qH= J (pzdz
0

Aby otrzymaé jednoznaczne rozwigzanie przedstawionych réwnan, do-
dano warunki brzegowe. Na swobodnej powierzchni morza (z= — £(x, y)(

_W'(H)-t--~u'+ |~v'= 0 (1.13)
oraz przy dnie (z= H (x,y)),
_w'(H)+gu'+ ~v' =0 (1.14)

Réwnania (1.13) oraz (1.14) wyrazaja znany fakt, ze sktadowa pred-
kosci prostopadta do brzegowych powierzchni horyzontalnych jest row-
na zeru.

Uktad rdéwnan (1.5), (1.6), (1.11) wraz z warunkami granicznymi
(1.13), (1.14) charakteryzuje prady, ktére powstajg w rezultacie superpo-
zycji pradow wywotanych niejednorodnosciag gestosci w kierunku po-
ziomym oraz pradéw zwigzanych z nachyleniem swobodnej powie-
rzchni morza.

Wychodzac z réwnan (1.5), (1.6) oraz (1.11) i dzielac morze na
warstwy o grubosci Az = zi+l — zit liczac od powierzchni (i= 0) do dna
(i= N) otrzymamy:

8C i Z
eOfv; = 0(Qg g~ e'dz< (1-15)
0
— 9ofu; = e(e)g™+ g-~J e'dz. (1.16)

Wprowadzajac do rownan (1.15) i (1.16) zQ= 0, dochodzimy do oczywi-
stego wniosku, ze predkos¢ prgdu na powierzchni morza jest zalezna

tylko od oraz 44— . Stad, aby otrzymac rozklad predkosci pradu

w pionie, sktadowe nachylenia powierzchni morza winny by¢ znane.



Metoda obliczen skiadowych nachylenia powierzchni morza przed-
stawiona zostanie w nastepnym rozdziale.

2. ROWNANIA WYDATKOW MASOWYCH
| SWOBODNEJ POWIERZCHNI MORZA

Catkujac réwnania (1.5) i (1.6) od powierzchni do dna oraz uwzgle-
dniajagc réwnania (1.11) i (1.12) otrzymamy:

fMy= 0(DgH~+ g /-Sr-dz, (2.1)
0
H -
-fM x=e©gH” + g/n"<Jz, (2.2)

gdzie Mx — f Qu'dz

oraz

My=/ Qv'dz
-c
sg sktadowymi wydatku masowego.
W roéwnaniach (2.1) oraz (2.2) wyrazenia drugiego rzedu, jak £(%£)

¢ zostaty odrzucone.

Poniewaz w rownaniach wydatkéw wystepujg trzy niewiadome, do-
taczymy do tego ukiadu réwnanie ciagtosci dla wydatkéw masowych.

Aby otrzymac¢ to réwnanie scatkujemy rownanie ciggtosci w pionie
od swobodnej powierzchni do dna:

H i

dz + pOw' —elw
Z=H
8 f SH
= 8xgi U dz~ te e’U ,_y4 bx you z=-t +
' (2.3)
L8 ifeoVdz-Yleov S Qv
8y
Qow'[z=h = QoW'jz=-t — 0.

Wprowadzajgc do powyzszego rownania warunki brzegowe (1.13) i (1.14)
mamy:

5MV
= o (2.4)
5x 8y



Zr6zniczkujemy teraz réwnanie (2.1) wzgledem y a (2.2) wzgledem X
i nastepnie tak otrzymane réwnania odejmijmy stronami. W wyniku tyc¢h
dziatan otrzymujemy:

— My = geCOKt, H) + gl(cpH H) = 1(QH H), (2.5)

gdzie | jest dwuwymiarowym operatorem jakobianowym.
Wprowadzajgc do rdwnania (2.5) My z réwnania (2.1) otrzymamy réwna-
nie swobodnej powierzchni morza:

e(DgHf-1— — + gf-

1— f— dz=
8x By 5yl 52 B (2.6)

= goam, h)+ gi(<pH h).

Bezposrednie obliczenie wielko$ci zmian poziomu morza z réwnania
(2.6) jest praktycznie niemozliwe z powodu braku wiadomos$ci o wartos-
ciach poziomu morza przy brzegu. W zwigzku z tym dalsze rozwigzanie
bedzie przebiegato w sposéb nastepujgcy: zamiast rozwigzywac réwnanie
(2.6) z rbwnan (2.1) i (2.2) zostanie wyeliminowane U w ten spos6b otrzy-
mamy rownanie, w ktorym jedynag niewiadomag bedzie wydatek masowy.
Dla rownania wydatkéw masowych z tatwoscig sprecyzujemy warunek
brzegowy. Po znalezieniu rozkiadu wydatkéw masowych w badanym

akwenie obliczymy wartosci ~ i z réwnan (2.1) i (2.2). A nastepnie

te wartosci bedg wprowadzone do rownan (1.15) i (1.16) w celu okresle-
nia sktadowych predkosci pradu.

Zajmiemy sie teraz wyprowadzeniem réwnania wydatkéw masowych.

Sr
W tym cdlu sktadowe oraz z réwnan (2.1) i (2.2) wprowadzimy

do réwnania (2.5); otrzymamy wtedy:
H = tM H) + gHIcpH, H) — gI(gH, H). (2.7)
W powyzszym rownaniu wprowadzono funkcje pradu (ty) w postaci:
Mx= -] | ; My= |]. (2.8)

Do réwnania (2.7) dodamy warunek brzegowy:
ty=0, (2.9

gdyz prostopadta do brzegu skiadowa wydatku masowego jest rowna ze-
ru. W ten sposob réwniez warunki brzegowe zostatly ustalone ostatecznie,



dotychczas bowiem dysponowalismy tylko warunkami przy powierzchni
i przy dnie morza. Ale warunek brzegowy (2.9) nie moze by¢ spetniony
wzdtuz catej linii brzegowej, gdyz wtedy rownanie (2.7) traci sens.

Aby unikna¢ nastepstw tej sytuacji wprowadzimy dwa zatozenia:
a) przyjmiemy, ze warunek ip= 0 spetniony moze byé¢ tylko na pewnym
odcinku linii brzegowej; b) wprowadzimy tarcie przy dnie.
Wtedy w réwnaniu (2.7) wystgpi czion:

gdzie r — wspdiczynnik tarcia.

W praktycznych obliczeniach numerycznych zaktada¢ bedziemy, ze
r 0, co w rezultacie bedzie sprowadza¢ réwnanie drugiego rzedu do
réwnania (2.7).

Powyzsze rozwigzanie pozwala na uzyskanie pewnego dodatkowego
wyniku odnosnie do warunkéw brzegowych przy dnie. W tym celu
rownania (1.5) i (1.6) pomnozymy odpowiednio przez oraz >H

a nastepnie tak przeksztatcone réwnania odejmiemy stronami, w wyni-
ku czego otrzymamy:

(2.10)

Zgodnie z warunkiem brzegowym (1.14) lewa strona réwnania (2.10) za
lezy od predkosci pionowej przy dnie w sposéb nastepujacy:
efw'(H) = i(pH, H). (2.11)

Zgodnie z tym wynikiem réwnanie (2.5) przepiszemy w nowej postaci:
My = eofw'(H). (2.12)

Konczac ten rozdzial rozwazmy jeszcze zagadnienia zwigzane ze
zmianami poziomu morza (Q Wprawdzie dla obliczenn prgdu wymagane
byty tylko skiadowe nachylenia powierzchni morza w danym punkcie,
jednak wydaje sie réowniez celowe obliczenie wartosci zmian poziomu (£)
jako parametru tatwo dostepnego poprzez obserwacje mareograficzne.
W tym celu dla akwenu zamknietego wprowadzimy catke po catej po-
wierzchni morza:

J f5(x, y)dxdy = 0. (2.13)

Rownosé powyzsza jest nastepstwem réwnania ciggtosci.



3. NIEKTORE MODELE UPROSZCZONE

Rozpatrzmy pewne modele moérz o uproszczonych ksztaltach geome-
trycznych w celu przedstawienia proponowanej metodyki oraz pewnych
specyficznych cech przeptywéw wywotanych niejednorodnym rozkta-
dem gestosci.

a) Morze, ktorego brzegi stanowig okrag kota. Geometryczna postaé¢ dna
i brzegébw wyraza sie wzorem:

X2+ y2\

i (3.1)

Gdy H = 0, otrzymujemy ksztalt brzegu w postaci kotowej: R2= x2+ y2
Wybierajgc Zi= 100 m, R=100
km, a réznice gestosci wody mor-
skiej w postaci:

Q= 2<10-1x2+ y2, (3.2)

otrzymamy na podstawie réwnania
(2.7) dla funkcji pradu:

5f Sty
H578x = fI(lI-H)  «3'3)

z warunkiem brzegowym ty= 0 na
pewnym odcinku linii brzegowej.
Rozwigzanie roéwnania (2.8) pro-
wadzi do wartosci ty= O w catym
rozpatrywanym obszarze, a zatem
przeptywy rozpatrywane przez nas
odbywajg sie z wydatkiem ma-
sowym M = 0. W konsekwencji
dla sktadowych nachylenia powie-
rzchni morza otrzymujemy z réw-
nan (2.1) i (2.2):

Ryc. 1. Uktad wspoétrzednych dla akwenu
w ksztalcie kota

Fig. 1. System of co-ordinates for a
round-shaped basin 5e¢

o = —2-1(T &H: (3.4)
¢ = 2 <10-17yH. (3.5)
Sy

Podstawiajgc te wartosci do réwnania (1.15) i (1.16) otrzymujemy dla
sktadowych predkosci pradu:

v' = g2 ml0-13x(2z — H), (3.6)
u/ = g2-I(TByH — 22). 3.7)



Prady powierzchniowe w rzucie
z gory przedstawiaja cyrkulacje
zamknieta.

Maksymalna warto$¢ pradu

wystepuje w odlegtosci 1=

(ok. 58 km) od poczatku ukitadu
wspoétrzednych.

Ksztatt swobodnej powierzch-
ni znajdziemy za pomocg réwnan
(3.4) i (3.5). Nachylenia powierzch-
ni przyjmujg wartosci zerowe w
poczatku uktadu oraz przy brze-
gach. Badanie drugich pochodnych

8% 82 . ) ~yC- 2' Pr3dy powierzchniowe w rzucie
oraz wykazuje, ze w po- z goéry

Fig. 2. Surface currents — view from
czatku uktadu mamy warto$¢ ma- above

ksymalng poziomu morza, a przy

brzegach minimalng. Catkowanie réwnan (3.4) lub (3.5) wskazuje, ze
ksztatt powierzchni zwierciadta wody jest krzywg czwartego stopnia
zblizong ksztattem do paraboli, przy czym £ wzdtuz osi x okresla réwna-
nie:

irrl3 x4
c= —10-IX2H-—--—-— (3.8)

gdzie Zo, wielkos¢ % w poczgtku uktadu wspoéirzednych. Ré6znica eo— t
wynosi 5 cm.

b) Morze o powierzchni w ksztalcie prostokata z wymiarami 100 km
wzdtuz osi x oraz 50 km wzdtuz osi y. Gtebokos$¢ zmienia sie w sposdb
liniowy:

H= 104+ 10“4x + 2 «10~4y, (3.9)
a rozktad gestosci przyjmiemy w postaci:
Q — 2 «10_7z — 10-10x — 4 =10-10y. (3.10)

Rozwigzanie réwnania (2.7) z warunkiem brzegowym (2.9) prowadzié
bedziemy metodami numerycznymi. Rezultat catkowania numerycznego
réwnania funkcji pradu ilustruja przeptywy wysrednione od powierzchni
do dna.

Na rycinach 4 i 5 przedstawione zostaly pionowe rozkiady predkosci
pradu w punktach P i Q na ryc. 3 o wspdtrzednych x = 25 km, y = 5km
oraz x = 85 km, y = 45 km.



Ryc. 3. Linie pradu wydatku masowego (liczby na ryc. podano w min t/sek)

Fig. 3. Mass transport current

Ryc. 4. Pionowy rozktad predkosci
pradu (cm/sek) w punkcie P z ryc.
3 (dodatnim kierunkiem dla sktado-
wej u — wschéd, a dla skladowej
v — poéinoc)
Fig. 4. Vertical distribution of cur-
rent speed (cm/sec.) at point P of
Fig. 3 (positive direction for com-
ponent u is east and for component
v — north)

line

(No

-32

on Fig. given in milion tons/sec.)

-28

giebokosé [m]

Ryc. 5. Pionowy rozktad predkosci pra-
du (cm/sek) w punkcie Q z ryc. 3 (do-
datnim kierunkiem dla skitadowej u
— wschéd, a dla skiadowej v — pot-
noc)
Fig. 5. Vertical distribution of current
speed (cm/sec.) at point Q of Fig. 3
(positive direction for component u is
east, and for component v — north)



Przedstawione na tych rycinach prady zmieniajg sie liniowo z gte-
bokoscia, zgodnie z przyjetym rozktadem gestosci. Rowniez $redni (w pio-
nie) kierunek pradu jest zgodny z kierunkiem wydatkéw masowych
przedstawionych na ryc. 3.

Pewne witasnosci rozwazanych przez nas pradéw wyjasnimy za po-
mocg hodografu ryc. 6, wykonanego na podstawie ryc. 5.

Wypadkowy wektor pradu po-

wierzchniowego u (z— 0) jest
sktadowg zalezng tylko od nachy-
lenia swobodnej powierzchni mo-

‘g
rza > oraz o Predkos$é pra-
8Xx Sy
du przy dnie u (z— H) jest réw-
nolegta do powierzchni dna, zgo-
dnie z warunkiem brzegowym
(Leendertse 1967). Koniec wekto-
ra predkosci pradu na dowolnej
gtebokosci porusza sie po Imii
gostej +aczacej_l><on|ec wektora

u (z= 0) oraz u (z= H). Pred- Ryc. 6. Hodograf predkosci pradu w pun-
ko$¢ pradu na dowolnej gtebo- kcie Q z ryc. 5
Fig. 6. Hodograph of current speed at

kosci u (z) jest sumg dwu wekto- point Q of Fig. 5

row u (z= 0) oraz unj; przy

tym ten ostatni jest rezultatem poziomej niejednorodnosci gestosSci
w morzu. Dodaé nalezy, ze w rozpatrywanych przez nas prostych przy-
padkach skitadowa ujn jest rownolegta do linii g' = Const. Warunek

rownolegtosci unj do linii jednakowych gestosci w horyzontalnej ptasz-
czyznie zapiszemy w postaci:

1 89 8 1 8 8
f 6'dz= 0. 3.11
fQO by 8xv‘3VdZ foo 8x 8,\_/U z ( )

Kierunek skladowej pradu zaleznej tylko od nachylenia swobodnej
powierzchni jest zawsze rownolegty do linii jednakowych wartosci

wynika to stad, ze miedzy wektorem V ? oraz wektorem u (z= 0) za-
chodzi zwigzek;
9(Pg 8
Qof 8% Oof Byl - «-
Nastepnie przystgpimy do obliczenia wielko$ci zmian poziomu mo-
rza t. Réwnanie (2.13) rozwigzemy w sposOb numeryczny przy wstep-

(3.12)



nym zatozeniu, ze wartos¢ poziomu morza jest znana w dowolnym
punkcie akwenu o wspoétrzednych xa, ya. Zmiany poziomu we wszystkich
pozostatych punktach akwenu z #tatwoscig moga by¢ wyrazone przez
£ (Xa ya) za pomoca wyrazenia:

dE = ~ dx + ~—dy. (3.13)

Postepujgc w ten sposéb otrzymamy w rownaniu (3.2) tylko jedng nie-
wiadomag £ (xa, ya), ktorag z tatwoscig okreslimy. Po znalezieniu wartosci
e (xa ya) powrécimy do réwnania (3.13), za pomocg ktérego znajdziemy
wartos¢ £ w pozostatych punktach akwenu. Na ryc. 7 przedstawiony zo-
stat wynik takich obliczen dla morza o powierzchni w ksztalcie prosto-
kata. Zgodnie z przyjetym uktadem wspoétrzednych na ryc. 7 liczby do-
datnie odpowiadaja malejagcemu poziomowi swobodnej powierzchni.

Ryc. 7. lzolinie zmian poziomu morza (liczby na ryc. podano w cm)
Fig. 7. Isolines of change in sea level (number on Figure given in cm)

4. SCHEMAT OBLICZEN NUMERYCZNYCH

Rownanie (2.10) funkcji pradu dla wydatkéw masowych stanowi pod-
stawe metody obliczania pradéw gestosciowych. Jego rozwigzanie dla
morz i oceandéw prowadzone moze by¢ tylko metodami numerycznymi.
Dla dalszych rozwazan przepiszemy réwnanie (2.10) w postaci:

' 8\P
Lty = a(x, y) -jfc-— b(x, y) 5- + F(x>y) = 0 (4.1)
gdzie: a(x, y) = f — H—-, b(x,y) = i-"-, F(X, y) = gHIMNH) —

— gl(gH, H).



Przy czym zatozymy, ze a i b sg danymi i ciggtymi funkcjami w obsza-

rze domknietym D, gdzie D= {0~ x ™o~y N 1. W obszarze D

wprowadzimy siatke obliczen numerycznych o kroku h = Ax= Ay.

W ten spos6b otrzymamy domkniety obszar siatkowy Dh— {xj = jh;

yK= kh},

gdziej= 0,1..J3; k=0, 1..K.

Granice obszaru D oznaczymy T, a granice obszaru siatkowego Dh ozna-

czamy Th. Funkcja ty jest znana na granicy i réwna ty|r= O.
Wprowadzmy teraz (na podstawie szeregu Taylora) pochodne w ob-

szarze siatkowym.

a) pochodna przednia:

G+ 1,k —ty(j,k) 8W  hd*w

h ~ 6X + 2 8x2e (
b) pochodna wsteczna:
~j.k) — H>(j—1,k) h s
h 8x “ 2 8x2e

Podobnie uczynimy dla pochodnych wzgledem vy.
W wyrazeniach (4.2) oraz (4.3) kreski nad pochodnymi oznaczajg war-
tosci pochodnych w pewnym wewnetrznym punkcie odcinka j— 1,
j+1. _

Dla dowolnego wewnetrznego wezta obszaru Dh zapiszemy réwna-
nie roéznicowe odpowiadajqce r()wrlaniu rézniczkowemu (4.1):

Lhty= atyx + aty — bip_— btyy + F = 0, (4.4)
gdzie b+=%+ +n; bJit=1IM ,

lub wprowadzajgc zapis indeksowy otrzymamy:
Lhw= W(j+1, k) (a+tlaD+ W({(— Lk)(R]l—a) +
+ W(, k+1) (Jb]—b) + W(j, k—1) (b + 1b])— (4.5)
— 2(Jal + Ib1)*¥(,k) + 2hF= 0
Dla rozwigzania powyzszego rdéwnania postuzymy sie metoda ite-
racyjng Seidla, przy czym, jak tatwo zauwazy¢, réwnanie (4.5) speinia
warunek dostateczny zbieznosci metody iteracyjnej Faddejeva, 1959.
Nietrudno tez zauwazyé¢ (stosujgc twierdzenia Taylora), ze réwna-
nie roznicowe w postaci (4.5) aproksymuje réwnanie (4.1), gdy h-K).
W celu doktadniejszego wykazania zwigzku miedzy rdéwnaniem (4.1)
i (4.5) wprowadzimy nastepujgce twierdzenie:
Niech Jr bedzie funkcjg posiadajacg ciggte pochodne wigcznie do dru-
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giego rzedu wzgledem x oraz y, w obszarze D, wéwczas LhW-~L~, gdy
h-M).
Podstawmy do réwnania (4.4) wyrazenia (4.2) i (4.3), w rezultacie otrzy-

t +1~ i , -8 h \
h a 5x 2 5x2 H"“a ( 5x 2 8x2

-"(Z -1 & h W + 1 8§ ) * . <«>
xwr/

\m
—a — b4~ + hR+ F=L" + hR,
0X oy

gdzie R jest wielkos$cig ograniczong i niezalezng od h, zatem:
|[LW— Lh¥P | <R h, 4.7
skad otrzymamy Lhi4,-*-L'If, kiedy h->-0.

5. OBLICZANIE PRADOW W MORZU BALTYCKIM
NA PODSTAWIE GESTOSCI WODY MORSKIEJ

Prady gestosciowe, jak proponuje przedstawiona metoda, bedg
obliczone na podstawie rozkiadu gestosci wody morskiej. Chociaz po-
miary temperatury i zasolenia wody w Battyku byty prowadzone juz
od dtuzszego czasu (patrz na przykiad monografie Soskina 1956 i 1963),
to jednak zebrany materiat obserwacyjny wykazat ich duzg nieréwno-
miernosé i to zaréwno w czasie, jak i w przestrzeni. W celu uchwycenia
rozktadu gestosci wody w Battyku przeanalizowano dane z réznych mie-
siecy w catej zebranej serii obserwacyjnej i okazato sie, iz najwiecej
pomiaréw oraz najlepsze ich rozmieszczenie zanotowano w miesigcu
sierpniu. Wobec tego prady gestosciowe zostaty obliczone dla tego mie-
sigca.

Opracowaniem zostal objety obszar potudniowego i $Srodkowego
Battyku wraz z Zatokg Finskg. Pominieto Zatoki Botnickg i Ryska, gdzie
liczba obserwacji okazata sie niewystarczajgca.

Przy opracowaniu zastosowano metode kwadratéw powszechnie
uzywang dla obszaréw wodnych. Caly omawiany akwen zostal podzie-
lony na kwadraty, ktorych granice wyznaczono za pomoca linii przepro-
wadzonych wzdtuz potudnikéw i rownoleznikéow. Liczba kwadratow
wynosi 155, bok kwadratu jest réwny 20 Mm. Zastosowana seria obser-
wacyjna obejmuje lata 1954-1968. Z okresu tego uwzgledniono wszelki
dostepny materiat Zrédtowy, dotyczgcy temperatury i zasolenia wody
morskiej, ktdry postuzyt do opracowania gestosci wody w Battyku.



Przy kompletowaniu materiatéw zrodtowych wystgpity duze trud-
nosci w zwigzku z brakiem statych punktéw pomiarowych na morzu.
Obserwacje byty wykonywane na statkach na wyznaczonych przekro-
jach, stad powstaty uprzywilejowane trasy z wiekszg liczbg pomiarow.
Na pomijanych rejonach przeprowadzano niewiele obserwacji, czasami
ani jednej w ciagu catego okresu. W takich przypadkach uzupetniono
brakujgce wartosci przez interpolacje z Kilku punktéw najblizej potozo-
nych. Na obszarach lezgcych blisko brzegéow postugiwano sie nawet w
konsultacjach pomiarami ze stacji brzegowych. Ogoélna liczba punktéw
pomiarowych na omawianym obszarze w wymienionej serii wyniosta
1185; danych obserwacyjnych jest jednak znacznie wiecej, gdyz pomia-
ry byty wykonywane od powierzchni wody do dna co 10 m, a czasami
nawet co 5 m.

Liczba obserwacji w poszczegoélnych latach byta roézna. Zebrany
materiat posiada wiec nierébwnomierne rozmieszczenie nie tylko w prze-
strzeni, ale i w czasie. Jest on jednak wystarczajacy, aby odniesiony do
odpowiednich kwadratow pozwolit na obliczenie Sredniej gestosci wody
morskiej w obrebie danego kwadratu. Warto$¢ ta bedzie podstawowym
materiatem do charakterystyki prgdéw gestosciowych na potudniowym
i Srodkowym Battyku.

Jak wiadomo, wody Battyku podzieli¢ mozna na dwie warstwy:
gorng — stonawg i dolng — o wodach bardziej stonych. Ten specyficz-
ny charakter wéd Battyku uwarunkowany jest miedzy innymi wlewem
stonych wdd z Morza Po6inocnego przez ciesniny dunskie oraz doptywem
stodkich wdéd rzecznych i z opadéw atmosferycznych. Dwuwarstwowosé
wéd Battyku wptywa tez na rozktad gestosci wody.

Umowng gestos¢ wody morskiej obliczano na powierzchni morza
oraz co 10 m az do dna, biorgc pod uwage jednoczesng zmiane tempe-
ratury i zasolenia. Na podstawie Sredniej gestosci wody przeprowadzono
analize przebiegu tego czynnika w warstwie powierzchniowej i przy-
dennej. W celu tatwiejszego zobrazowania wykonano mapy gestosci
(ryc. 8, 9), wykreslajgc izopikny, linie taczgce jednakowe wartosci ge-
stosci wody w morzu.

W sierpniu, ogrzane w ciggu lata powierzchnie wody Battyku, osig-
gaja najwyzsze wartosci temperatury, co wptywa na spadek gestosci.
Caly potudniowy Baltyk, az poza wyspe Gotland, objety jest izotermag
16° C, jedynie przy brzegach Zatok Pomorskiej i Gdanskiej utrzymuje
sie izoterma 17° C. Takie wyréwnane warunki termiczne wody w sierp-
niu wptywajg tez na bardzo mate zrbéznicowanie gestosci w warstwie
powierzchniowej na przestrzeni potudniowego i Srodkowego Battyku.
Ro6znica gestosci wody w warstwie powierzchniowej miedzy Zatokag



Ryc. 8. Umowna gestos¢ wody morskiej w warstwie powierzchniowej (1954— 1968)
sierpien
Fig. 8. @§ in surface layer (1954— 1968) August

Finska i Kattegatem wynosi zaledwie 1,8. Najmniejsza gesto$¢ obserwo-
wana jest w Zatoce Finskiej, najwieksza u wylotu cie$nin dunskich.

W warstwach przydennych obraz jest zupeinie inny. Wyraznie za-
rysowujg sie gtebie, w ktérych notowane sga najwieksze gestosci. Gilebie
Arkonska i Bornholmska zamykajg sie izopikng 12, Gdariska i Gotlandz-
ka ograniczona izopikng 10. Najwiekszy obszar objety jest izopikng 8,
ktora biegnie rownolegle w pewnej odlegtosci od brzegu. W plytkich,
wystodzonych i o wysokiej temperaturze wodach Zatoki Pomorskiej
gestos¢ w przydennych warstwach jest najmniejsza.

W celu blizszego zobrazowania warunkéw gestosciowych wody na
obszarze Baltyku wykonano ryc. 10, przedstawiajac przekr6j pionowy



Ryc. 9. Umowna gestos¢ wody morskiej w warstwie przydennej (1954—1968) sierpien
Fig. 9. at at bottom (1954— 1968) August

gestosci wody morskiej w czterech punktach na Baltyku. Sa to glebie:
Arkonska, Bornholmska, Gdanska i Gotlandzka.

Giebia Arkonska posiada stosukowo nieduze obnizenie, gdyz gte-
bokos¢ jej siega zaledwie okoto 50 m. Potozona najblizej cie$nin dun-
skich charakteryzuje sie duzag gestoscig, gdyz na gtebokosci 50 m Sre-
dnia wieloletnia wynosi 12.615.

Taka warto$¢ gestosci w Giebi Bornholmskiej otrzymujemy dopiero
na gtebokosci 80 m. Dalszy wzrost gestosci wody w tym punkcie jest
juz nieduzy i przy dnie, na gtebokosci 100 m, osigga wartos¢ 13.022.

Do Giebi Gdanskiej, potozonej znacznie na wschéd, wlewy wod sto-
nych nie docierajg juz w takiej ilosci, a gesto$¢ wody przy dnie, na gte-



Ryc. 10. Pionowy przekrdj gestosci wody morskiej Battyku (1954— 1968)
sierpien

Fig. 10. Vertical distribution of sea water density in the Baltic (1954— 1968)
August

bokosci 110 m, wynosi zaledwie 9.813. W tym punkcie najmniejsza
gestosé jest rowniez w warstwie powierzchniowej.

Najdalej wysunieta na potnoc Gilebia Gotlandzka posiada najwiekszg
gtebokos¢ (249 m). Tu gestos¢ zblizona jest najbardziej do wartosci otrzy-
manych w Gilebi Gdarnskiej. W tym rejonie, ponizej 100 m, wzrost ge-
stosci jest juz nieznaczny, a na gtebokosci 240 m osigga 10.270.

Jak wynika z ryc. 10, gesto$¢ w poszczeg6lnych giebiach ma rézny
przebieg i tworzy lokalny charakter. Uzaleznione to jest w duzym sto-
pniu od konfiguracji dna morskiego, gdzie liczne rynny i tawice lezace
miedzy giebiami utrudniajg swobodny przeptyw stonych woéd z Katte-
gatu do wschodnich i po6inocnych rejonéw Morza Battyckiego. Gestosé
wody uzalezniona jest tez od odlegtosci danego punktu od Zzrodia za-
silania w wode stong, co ma speejalne odbicie w przebiegu gestosci w
warstwach przydennych.

W warstwach powierzchniowych, pozostajgcych pod znacznym wpty-
wem wod stodkich, zmiana gestosci wystepuje wprawdzie w tym samym
kierunku, jak w warstwach przydennych, tj. w miare oddalania sie na
wschéd i pétnoc, lecz réznice wartosci sa znacznie mniejsze.

Majac zbudowane pole gestosci w Baltyku mozemy przystapi¢ do
obliczen praddéw. Pierwszym krokiem jest obliczenie funkcji wydatkow



masowych na podstawie algorytmu (4.5). Na obszarze Battyku S$rodko-
wego i potudniowego wpisano siatke obliczen numerycznych z krokiem
h= 10 Mm.

Rozwigzania rownania (4.5) prowadzono metodg iteracji, a wyniki
obliczen w postaci izolinii funkcji pradu naniesiono na ryc. 11

Ryc. 11. lzolinie wydatkéw masowych (1954—1968) sierpien
Fig. 11. Isoline of mass transport (1954— 1968) August

Charakterystyczny obszar przedstawia dwa potezne wiry, w ktérych
odbywa sie ruch cyklonalny i antycyklonalny. Taki charakter ruchu wy-
padkowego (izolinie funkcji pradu charakteryzuja S$redni kierunek ruchu
od powierzchni do dna) jest niewatpliwie uzalezniony od dwoéch czyn-
nikow, tj. poziomego rozkiadu gestosci, wchodzgcego do funkcji wy-
datkow masowych poprzez roznice Q— Q@ — (?, oraz od uksztattowania



dna i zarysu linii brzegowej, ktore znalazty swoje odbicie w réwnaniach

wydatkow masowych poprzez funkcje oraz

Nastepnym etapem obliczeh jest znalezienie ksztaltu swobodnej po-
wierzchni morza.

W tym celu otrzymano numeryczne rozwigzanie réwnania (2.13),
przedstawiajac zmiany poziomu morza we wszystkich weztach siatki
obliczenh numerycznych za pomocg zmian poziomu morza w jednym (do-
wolnym) punkcie ze wspétrzednymi xa ya, wykorzystujac dla powyz-
szego nastepujace wyrazenie:

dr=5 dx+ I~ dy- (4'8)

W ten sposéb w rdwnaniu (2.13) wystepuje tylko jedna niewiadoma
V (xa, ya).

Rozwigzujac to réwnanie otrzymamy wartos¢ e (xa ya), ktéra z ko-
lei zostanie wykorzystana dla znalezienia zmian poziomu morza, za po-
mocg wyrazenia (4.8), w pozostatych weztach siatki obliczenh numerycz-
nych.

Obliczone w ten spos6b wartosci zmian poziomu morza dla Battyku
przedstawia ryc. 12.

Wartosci zmian poziomu morza sg wyrazone w cm, a liczby dodatnie
odnoszg sie do zmiany powyzej poziomu morza. (Wartosci wystepujace
na ryc. 12 rbwne sg - £).

Analizujgc otrzymane wyniki widzimy, ze w ogo6lnych zarysach
poziom morza wzrasta z potudnia na péinoc, chociaz zmiany lokalne sg
dosy¢ skomplikowane. Najwieksza réznica miedzy potudniowym Bal-
tykiem a obszarem poéinocnej czesci Battyku Srodkowego wynosi okoto
10 cm. To zjawisko byto przewidziane wiele lat temu przez Wittinga
[26], Jest ono prawdopodobnie zwigzane z obnizeniem sie gestosci wody
w Baltyku z potudnia na poéinoc {ryc. 8, 9).

Po okres$leniu profilu swobodnej powierzchni oraz jej nachylen
przystgpiono do obliczenia prgdéw za pomocg réwnan (1.15) i (1.16).

Mapy pradéw powierzchniowych i przydennych przedstawiajg ryc.
13 14

Omoéwmy najpierw mape pradoéw przedstawiong na ryc. 14, ktéra
wskazuje, ze prady przydenne wprowadzajg wody stone z Morza P6t-
nocnego do Battyku poprzez Cie$niny Dunskie, a dalej miedzy Bornhol-
mem i Szwecjg do Gilebi Gdanskiej i Gotlandzkiej. Predko$¢ pradéw
przydennych w Battyku potudniowym osiagga maksymalng wartos¢ oko-
to 4-5 cm/sek. Jednak ruch wody nie odbywa sie w sposob jednokierun-
kowy. Wok6t podstawowego strumienia wod przydennych tworzg sie



Ryc. 12. lzolinie zmian poziomu morza
Fig. 12. Isoline of changes in sea level

wiry odbiegajgce czesto od gitdwnego nurtu. Zwraca uwage skompliko-
wana cyrkulacja wokot wysp Bornholmu oraz Gotlandu. Przy tym
wydaje sie, ze wody stone, pochodzace z Morza Pdinocnego, dostajg sie
do zachodnich brzegéw Gotlandu z p6inocy.

Ruch wody w rejonach plytszych odbywa sie znacznie wolniej,
a predkos¢ jego wynosi okoto 2 cm/sek.

Ogo6lnie nalezy stwierdzi¢ (jak wynika z rownan ruchu), ze prady
przydenne spetniajg warunek stycznosci do profilu dna, czyli:

cw My Sy =

Poréwnujac prady przydenne z mapg pradow powierzchniowych



Ryc. 13. Gestosciowe prady w warstwie powierzchniowej (1954— 1968) sierpien
Fig. 13. Density current in surface layer (1954— 1968) August

widzimy, ze przeptywy te na znacznych przestrzeniach Battyku w przy-
brzeznej strefie ptytkowodnej majg kierunek zgodny.

Prady powierzchniowe, jak wynika z réwnan (1.15) i (1.16), sg funk-
cja tylko nachylenia swobodnej powierzchni gz= 0). Wektor pred-

kosci pradu powierzchniowego us jest rownoleglty do linii jednakowego
poziomu morza £ — const. Ten wynik jest nastepstwem iloczynu skalar-

nego wektordw: V £i Uk,
gdyz:'



Ryc. 14. Gestosciowe prady w warstwie przydennej (1954— 1968) sierpien
Fig. 14. Density current in bottom layer (1954—1968) August
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DENSITY CURRENTS IN THE BALTIC

Summary

Research carried out in the sea and theoretical considerations indicate that
two kinds of currents occur in the Baltic: wind and density. Density currents
are the subject of this paper. For many years, currents in the seas, the density of
which is stratified, have been calculated by the dynamic method proposed by
Helland-Hansen and Sandstram. This comprises the deriving of the basic equa-
tion relating the speed of currents at particular depths to differences in hy-
drostatic pressure. This method, however, contains several additional conditions
which are indispensable for its application. One of these is the finding of the
datum level the so-called "zero” surface, where the horizontal current speed,
component decays. As the indicating of such a surface is impossible in shallow
waters (such as the Baltic), a different method of calculating the speed and
direction of current was adopted, this being based on the distribution of density
in sea water.

The equation of geostrophic flow was adopted as the initial equation for
calculations, assuming that the density is known from' observations of the whole
sea area. Introducing suitable coastal conditions, solution of the equation of
geostrophic flow is obtained. Thus difficulties related to indicating the ’'zero”
surface are avoided.

Equations (1.15) and (1.16) are the basis for calculating the current speed
component (u and v), assuming that </ is known from measurements. The free

6t 5i;
surface gradient components g and . as unknown values, are calculated from

the equations of mass transport (2.1) and (2.2), these being reduced to a single
equation for the function of mass (transport) equation (2.7) or (4.1).

To explain certain characteristics of the method and certain physical charac-
teristics of currents caused by stratification, the currents have been calculated
in two simplified models — the sea with a surface in the shape of a circle and
as a rectangle. In these cases, density currents are the resultant of two compon-
ents: the differences in water density and the gradient of the sea surface.

Density currents in the Baltic have been calculated on the basis of the
o.quationf of the mass (transport) function (4.1), in numerical form (4.5). The
solution was found by iteration, the concurrence of difference equation (4.5) with
differential equation (4.2) is defined in expression (4.6).

After checking the concurrence of the basic equation of the numerical
calculations, the constructing of the density distribution in the Baltic was com-
menced.

For this purpose, observations from 1954— 1968 were analyzed, taking August
for the compilation, as it was in that month that there were the greatest number
of measurements and best distribution over the area of interest.



The method adopted was that of squares, generally used for water areas. All
the available source material from the observations mentioned was used, this
concerning the temperature and salinity of the sea water, which served to
determine the density of the waters in the Baltic.

Basing on the mean density, an analysis was made of density in the surface
and demersal layer. To illustrate this better, a chart of water density was
drawn, marking out the isopicss, lines connecting similar water densities (Figs.
8 and 9). Relatively well balanced thermic conditions incthe water in August
result in only slight differences of density in the surface layer over the southern
and central Baltic. The situation differs somewhat in the demersal layers. Here
there are clearly outlined deeps in which the salty waters from the North Sea
which flow through the Danish Straits concentrate, thus caussing a much higher
density of the water.

Having constructed the density fields, the Baltic currents can be calculated.
A grid of numerical computations with h= 10 Mm was entered. Initially the
function of mass transport was calculated on the basis of algorithm (4.5), by
iteration method and the current function isolines (Fig. 11) enabled the charac-
terizing of the average direction of movement from the surface to the bottom.
This depends upon the following factors: the horizontal density distribution of
sea water, the bottom topography and the profile of the coast line.

The next stage in the calculations is the finding of the shape of the free
surface of the sea. For this the numerical solution of equation (2.13) is introduced,
by expressing the changes in the sea level in all grids of numerical calculations
net by means of changes in level of the sea at one point. On solving this equation,
we obtain a value which enables the changes in levels of the sea in the
remaining grids of numerical calculations grid to be found.

Changes in sea level for the Baltic have been given in Fig. 12, the values
being expressed in cm.

On analyzing the results it can be seen that generally speaking, the level of
the sea rises from south to north, although certain local deflections have been
observed in certain points. The greatest difference between the southern Baltic
and the northern part of the central Baltic, is about 10 cm. This is probably
related to the decreasing density of the Baltic waters from south to north. After
determining the free surface profile and its gradients, the currents were calculat-
ed. Surface and demersal currents have been illustrated on charts (Figs. 13 and
14). An analysis of the charts indicates that the main direction of demersal
currents is directed from the North Sea to the Baltic through the Danish
Straits, then further between Bornholm and Sweden to the Gdansk and Gottland
Deeps. The speed of demersal currents in the southern Baltic achieves a maximum
of 4—5 cm/sec. The movement of water is not, however, in a single direction,
as eddies form around the basic stream of demersal water and often deviate from
the main stream. A specially complicated circulation has been noted around
Bornholm and Gotland.

Movement of water in shallower regions is much slower, its speed amounting
to about 2 cm/sec.

On comparing demersal currents with surface currents, it can be seen that
over most of the Baltic the directions are consistent.

The results obtained for the Baltic indicate that currents related to heter-
ogeneous distribution of density are small, therefore a molecule of water travels
about 0.5 to 1 year, on average, from the Danish Straits to the Gulf of Finland.



The method adopted for calculating the direction and speed of current ap-
pears to be useful, and as results indicate, the general circulation of density
currents in the Baltic depends mainly upon: distribution of density, depth, bottom
topography and coastline profile.
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