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1. WSTEP

Giownym celem pracy jest analiza stabilnosci i doktadnosci aproksyma-
cji metodg rdznic skonczonych nastepujacego ukitadu rownan [10]:
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z warunkami granicznymi:
U=V=£=0 Alat =0 (D
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gdzie:

UiV — skltadowe wydatku objetosciowego wzdtuz osi uktadu wspét-

rzednych x, y\

t — czas;
| — parametr Coriolisa;

p~ — cisnienie atmosferyczne
— wspobtczynnik lepkosci burzliwej
pedu w Kierunku poziomym,

charakteryzujacy wymiane
g — przyspieszenie sity ciezkosci;
D — gtebokos¢;
| — odchylenie swobodnej powierzchni
nowagi;

morza od potozenia row-



W 1 tyr sktadowe naprezenia wiatru styczne do
swobodnej powierzchni;

Tx 1 — sktadowe naprezenia wody i styczne do dna

ARi —1~TT i ~ZT-?~ dwuwymiarowy laplasjan.
di dy?7

Uktad réwnan (1—5) opisuje zjawisko fal diugich w morzach ptyt-
kich.

2. OCENA DOKLADNOSCI ROZWIAZAN NUMERYCZNYCH
UKELADU

Aby oszacowa¢ doktadno$¢ rozwigzan rozwazanych nizej schematéw
numerycznych, wykorzystajmy fakt, ze dokladnos$¢ rozwigzania jest tego
samego rzedu, co aproksymacja réwnania roznicowego, jezeli tylko sche-
mat réznicowy jest stabilny [2].

W niniejszej pracy przy aproksymacji roznicowej réwnan (1—3) o-
przemy sie na jawnym schemacie numerycznym z zastosowaniem siatek

przedstawionych na rys. 1 i 2 oraz jawno-niejawnym schemacie nume-
rycznym z jawng realizacjg na siatce przedstawionej na rys. 1 [1, 4].
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Rye. 1 Siatka obliczen numerycznych.
Fig. 1. The computational grid.



Rys. 2. Sia'tka obliczen numerycznych Platzrnana.
Fig. 2. The Platzmain corraputational grid.

Operator rozniczkowy uktadu réwnan (1—3) zapiszmy w postaci:
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Operator ten dziata na wektor kolumnowy



«
Prawa strona uktadu rownan (1—3) jest rowniez wektorem kolum-

Przy aproksymacji prawej strony zakiadamy, ze
wektor ten jest dokiadnie znany w czasie i w przest-
rzeni; w rezultacie mozemy zada¢ doktadnie wartosc
wektora F w weztach siatki (x, y\ t) przy réznico-
wej aproksymacji uktadu. ’

Przyjmijmy, ze dyskretna wspdtrzedna wzdiuz
osi X zmienia sie w postaci xk = kh, gdzie k jest
liczbg catkowitg z przedzialu O~k~K. Podobnie
wzdtuz osi y, yi—lh, oraz wzdtuz osi t,
th~ m, O

Zapiszmy .réwnanie réonicowe LhUh = 0w postaci
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gdzie: LhUh — operator réznicowy,

i — state, przy czym:

1= 0i0= 2dla schematu jawnego,
1= = 1 dla schematu niejawnego.

| «

(8)

Zbadajmy rzad aproksymacji niejawnego schematu numerycznego.

Rozwazmy rdznice rownania LiUh= 0, ktore w
przyjmuje nastepujgcg postac:
i~ i f iwn*l \/n-1i * 22. (En
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siatce z rys. 1
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Analiza ukiadu (9—11) prowadzi do wniosku, ze uktad jest aproksy-
mowany z doktadnoscig rzedu 0(t + h2).

Biorac pod uwage, ze wszystkie cztony wyjsciowego uktadu rownan
rézniczkowych, z wyjatkiem sit tarcia poziomego i przy dnie, sg aproksy-
mowane z drugim rzedem doktadnosci w czasie i w przestrzeni, a takze
ten fakt, ze laplasjan ma niewielki wptyw na wyniki obliczen — mozna
przypuszczaé, ze dokiadnos$é rozwiazania jest bliska drugiemu rzedowi
w czasie i w przestrzeni [1, 10].

Uktad rownan (9—11) jest jawno-niejawny wzgledem nieznanych
funkcji U i V. Mozna go zapisa¢ w postaci:
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Uktad (12) jest réwnowazny réwnaniu macierzowemu

AV =V

Uktad ten ma doktadnie jedno rozwigzanie.

Zatem
i|Ht1 fI<i n-1 a
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Z ukiadu (12) otrzymujemy jawny w realizacji schemat numeryczny.
Réwnania (6—8) dla ff= 0i = 2 w siatce z rys. 1 przyjmujg na-
stepujacg postac:
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Otrzymany w ten sposéb schemat ma drugi rzad doktadnosci w prze-
strzeni i pierwszy w czasie.



Trzeci schemat numeryczny zastosowany w niniejszej pracy, z pierw-
szym rzedem doktadnosci w czasie i drugim w przestrzeni na siatce Plat-
zmana przyjmuje nastepujaca postac:
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3. ANALIZA STABILNOSCI NUMERYCZNEJ UKEADOW

Przejdzmy do badania stabilnosci numerycznej uktadu réwnan (9—11)
z prawg strong F= [X* iXy , O]-

Réwnania te tworza uktad réwnan nieliniowych niejednorodnych
o zmiennych wspéiczynnikach. Na konturze rozpatrywanego obszaru
uktad ten speilnia warunki graniczne (4—5). Obecnie nie ma
0g6lnej teorii badania stabilnosci takich ukladéw, dlatego w celu
otrzymania przyblizonych ocen numerycznej stabilnosci nalezy przyjac
pewne uproszczone zatozenia. Zgodnie z przyjeta w praktyce procedu-
ra, zalézmy, ze r = const, D — const i prawa strona ukladu réwnan jest
rowna zeru. Otrzymamy woéwczas ukiad rownan liniowych jednorod-
nych o staltych wspodtczynnikach. Rozpatrzmy obszar nieograniczony.
Rozwigzanie uktadu (9—11) mozna przedstawi¢ w postaci funkcji har-
monicznej [9],

fn, _p gikaMip (20)

gdzie:
/| — dowolna z funkcji U, V,
/ — jej amplituda;
ai 3— liczby falowe wzdtuz osi x i y pomnozone przez krok siatki;
n — numer kroku czasowego.



Podstawiajgc (20) do (9—11) otrzymujemy:

UM --oUn\bv"-’-iiTgDci" .M
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_ 2rfh2 - 8T2Af 0
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Uktad (21—23) wigze wartosci amplitud poziomu i sktadowych wy-
datku na czterech poziomach czasowych: n-}2, n+ 1, n, n— 1. W celu
sprowadzenia tego ukfadu do dwuwarstwowego schematu wprowadzimy

nowe zmienne:

—n*1 —n —nm»l  —n _n _n»l
Ul =u , V, =V , a, =i



Wowczas uktad (21—23) przyjmuje postac:

U2 AU 4 bVt - idigDch (24)
Vil = - bil" +aV" - jATgDdE (25)
(26)

fAr1=-ftxtkU" *pVp ¢eq”
Zapiszmy uktady (24—26) w postaci macierzowej:
Wntl=GWn
gdzie:

W — wektor o sktadowych [ U, U,,V, Vitf £, ;
G — macierz przejscia

O a O b -inTgDc O

"1 0 0 00

g 0] -b O a -jdxgbd O
0 0 1 0 00

0 0 O 0 0 1.

O -iAtk O -iAtp e O

Zastosujmy kryterium stabilnosci von Neumanna, wedtug ktorego
uktad jest stabilny wowczas, gdy warto$¢ bezwzgledna wartosci wita-
snych macierzy G przy dowolnych wartosciach a i B jest mniejsza lub
réwna jednosci [9], Wartosci wiasne macierzy G zalezg na og6t od na-
stepujacych wielkosci: A, r, f, h, t, D, a i B. W zwigzku z tym kryterium
von Neumanna prowadzi do uzyskania pewnych relacji miedzy tymi
wielkosciami. W naszym przypadku bedziemy uzyskiwali pewne ograni-
czenia na t, przy ktérych schemat jest stabilny.

Wartosci whasne G sg pierwiastkami réwnania

Xb -~ (2a +e) + X2[16T2gD (dp + ck) + 2ae + b2 + a2] -

[16x29D (dpa +cpb - dkb + aok) +e(a2+b2)1 = 0- (27)

W tabl. 1 zestawiono ograniczenia na t w zalezno$ci od wartosci
parametréw A i h, przy ktérych schemat jest stabilny. Badania przepro-
wadzono dla najkrotszych fal (Lmin = 2h).



Przeanalizujmy stabilno$¢ uktadu réwnan réznicowych (17-

Zatozenia o parametrach

Basic assumptions
d.{3 dowolne

r =f=A =0;
cA/S arbitrary

r=0, 4*0, Aio, d =/3=7T
r*0. f*0,A=0, ck=(3=JT
r=Q

r*0, =0, ANcU/S-jT
r-0, %0, A*0, ir

r*0, f=0, A=0, (%/3=3T

r=0, i #0, A=0( K=/3=TT

Kryteria stabilnosci dla schematu (9—11)

Warunki stabilnosci
Stobiiitij contiitions
h
T" 2V2q0
L~ 8A

bezwzgledna stabilnos¢

absoluie s+ability
L 8A
VAN
e~ SIX(
h1
8 A

bezwzgledna stabilnos¢
dbsoli/te S+abilitg

nanie charakterystyczne ma posta¢ wzoru (27),

gdzie:

8t A (sinZa +sin2(3)

a=1-2rr -
h*

b = 2if cosacosft
t- - asina bsinR . _ bsina . asinP

h h / p- h h
e=1- ISt"DIsin2» +sin2[31

h2
__sina d _sinB

h / h

«on|* B=|d-y

cfx i cly “ tiucby jatowe urdluz osi x i vy

Tablica 1

19). R6w-



W celu uproszczenia wyznaczenia pierwiastkow tego rdéwnania przyj-
mijmy nastepujgce zatozenia:

(2ft )2 «1

Uzyskane rozwigzania réwnania charakterystycznego pozwalajg zna-
lez¢ ograniczenia na t przedstawione w tabl. 2.

Przeanalizujmy stabilno$¢ schematu (14—16). Réwnanie charakte-
rystyczne ma postaé (27),
gdzie:

8t A (sin2-"- +sin2-|-)

a=1- 2xr -
b= 2-tf
sin-1f cos-RB- . sin-|- cos-
c - 2 2 J ------'--|_ -------- X—
C - h ) h
16T2gD (sin2-"-cos2-"- + sin2  c0Ss2-y)
e=1 N
k =ac - bd p =bc +ad
a =hcfx P= hcTy

Wartosci t, dla ktorych schemat (14—1'6) jest stabilny, znajdujg sie
w tabl. 3. Réwnanie charakterystyczne byto rozwigzane przy zatozeniu

8A (sin2-§-+ sin2—)
* £ lJa « 1

[2r

(2fr)2 « 1



Tablica 2

Krytenia stabilnosci dla schematu (17—19)

ZoflbzevMo. o pe.raineh-ai.fi
Babic awumptions

dowolne
r*0,t*0,A*0;i(/3
Cirkiiiram™

r=0f=0A*0,

r* 01=0A*0, —u_

r=0,f*"0,A”0, —u—

r=0,{=0,A=0, -<m-
r-/ o,f=0A=0

r= ox*0r =0

r* 0,f*0,A=0, -H -
ri 0/f*O/A~O/o(-~=f
r* 0,f*0,A= 0,
C=0,f*0,A*0, S83=y
r* Qf=C>A"0O/
r=0,1=0MO0,<k~”"=X
rio,f= 0,A=0,

r«a/*QA=0, A=/3*f

T*N.

T

W aruviKi  MaVvAw\OSci
5+aii»ili+ty concUtions

n .o~ rh2+ 8A
rht +8A Nt ?-f2w2

- (rh22SA™ + N/lirh™+-8A)S3ZoDht
469D

_bt . -2A+VAAL +2gDht
8A ' I*gD
hz -(rh+8AKVTrhL+8A)V32gDht
rht+8A " L™ ... AbgD

hi . r y 2A(sin2* +sin2)
8A 1 tthzcos”~cos”
-2A m\/HA1+23Dhs

49D

1
2VATT

re T--r ~6flO

niestabilnos¢
instabiliti)

w Arf : , thV %Lg\é-5329DhL
r h" - r ~ Hh\/2sD-{rhi *QA)
rh'+8A ' Af>gD
~ + - t ¢ Hh\/2df>- rht
r '’ HgO
rc# - h~/25D-2A
8A ' n HI9D
r, ht WHhV2gD-(rht+8A)
TArM*8A'r " u go
JLS n hvzSD-2A
34 Hat>
n 1. rz W2<>D-rht
n 464D
Js: IV23&



Tablica 3
Kryteria stabilnosci dla schematu (14—16)

Za.Toz.enia o parcwetrooh Warunki stabilnosci

Babic assumptions Stability conditions

-r - h2 rhl +8A
dowolne A rACESA 1~
r *0,A*0;¢ P
arbHror” -(rhHgAHVW +BAMsDh1
ibgD
. W » - -2A +VIHA1+2gDh1l

f~0J =0,A*0, —a— AT A 4 q0 -

0. 20 A%O; ~, h2 , -(rh™+8AW(rh"8A5M21tti
MO1=0.A%0i —» = ¢ rhesgA 469D

t <. hl 2 AGsinl™/2) +&inL(™Y2)J
r:O,i CQA *O; — u— YOfiA! f2hJ
-2A+VHA2 + 2aDhL
Hg&
M of= =] < h.
TEOT=0A%0 o ' ZViiD -
- o *rh 1+\Zrl hM+32q Dh1

r —P,A-=0; ro A 469D

_ . A niestabilnos¢

r=0,f*0, A=0; - «— instability

) ., 1N r ,~-rhM W * 320&h*
r40,i*0,A =0i —a ri r"TF'rn yl¢sD
(rht +8A)ht

r*0, f*Q A+0, o"=/3=7T irh1 *8AJl 4 fi hH

r*0, f+0, A=0, ri+p
6ANh3
r=0,t*0, A*0, <*-/E£* Jr f*h Ve kt Al
hil
r*Q *=0, A*0,A-/3 =Jr rhi+8A
- * = —
r—O, fO,A 0,<K—/S—JT r" 8 A

bezwzgledno stabilnos¢

r*0, =0, A=0, c*=/3=Jr absolute stability

ni evtabilno&c'
r=0, t*0,'A=0; cfc*/5=3r iM&t ability
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3. ZESTAWIENIE WYNIKOW

Sprébujmy podsumowaé¢ uzyskane wyniki dotyczgce stabilnosci rozpa-
trywanych schematow.

Rozpatrzmy przypadek schematu réznicowego zapisanego na siatkach

przedstawionych na rys. 1i 2, z pierwszym rzedem doktadnosci w czasie
i drugim w przestrzeni. Uzyskane .rezultaty przedstawmy w punktach.

1

Jezelir = f - A _ 0 oraz a i P dowolne, wéwczas otrzymujemy
kryterium Couranta, Friedrichsa i Levy’ego.
Jezeli nié uwzglednia sie w ukiadach sit tarcia poziomego oraz przy
dnie (r= A=0), a /4=0, woOwczas dla dowolnego a i @ ukadty nie
sg stabilne. Schemat réznicowy zapisany na siatce Platzmana dla naj-
jt h
krotszych fal (ot=@= —) jest stabilny przy warunku t < -----------
2 2V2gD
Jezeli A4=0, r=j=0, f==0; A==0, r=0, f=0; A4=0, r+O. /==0;
A=0, r4=0, f=0; A=0, r+0, /A0; A4=0, r=0, /4=0, to sche-
maty réznicowe sg stabilne warunkowo. Kryteria stabilnosci uzalez-
niaja krok czasowy od wartosci wspdtczynnikow tarcia przydennego
i poziomej wymiany burzliwej pedu, parametru Coriolisa, kroku prze-
strzennego i gtebokosci akwenu.
Jezeli r4=0 i A=/=0, woéwczas schemat réznicowy zapisany na siat-
ce przedstawionej na rys. 1 dla a=|3—;ji jest stabilny dla dowolnego
kroku czasowego. Przyjecie a=|3=jt odpowiada analizowaniu naj-
krétszych fal [1, 5].
Schemat roéznicowy zapisany na siatce Platzmana dla a=P=Ji/2

jest stabilny warunkowo.

Nieco inny charakter majg wyniki uzyskane dla schematu z drugim

rzedem doktadnosci w czasie i w przestrzeni. Analize przeprowadzono
jedynie dla najkrotszych fal.

1.

Zestawmy uzyskane wyniki.
Jezeli A4=0 i r4=0 lub /4=0; A4=0 i j=r~ 0; A4=0, r4=0 i /=0, to

schemat roznicowy jest stabilny przy tym samym warunku okresla-
jacym stosunek miedzy parametrami t, h i A

Jezeli A=0i r=}=0 lub /4=0 to schemat rdznicowy jest stabilny dla do-
wolnego kroku w czasie (bezwzgledna stabilnosg).



3. Jezeli r==f=A—0; a i 6 dowolne, wbwczas ——
2]/2gD

to znany warunek Couranta, Friedrichsa, Levy’ego.

Analiza przypadku najkrotszych fal prowadzi do wniosku, ze sche-
mat jawno-niejawny z jawng realizacjg pozwala na zastosowanie wieksze-
go kroku czasowego w pordéwnaniu ze schematem jawnym zapisanym na
siatkach przedstawionych na rys. 1 i 2, z pierwszym rzedem doktadnosci
w czasie. Zwiekszenie rzedu dokiadnosci schematu jawno-niejawnego
z jawng realizacja powoduje wydtuzenie czasu obliczen przy przejsciu
od kroku czasowego n—1 do n-1-1. Wydtuzenie to moze by¢ kompenso-
wane zastosowaniem wiekszego kroku czasowego.

4. WNIOSKI KONCOWE

Przy rozwigzywaniu zadan nieliniowych moze pojawi¢ sie tzw. nie-
liniowa niestabilnos¢ [7, 8], Zwykle te posta¢ niestabilnosci thumi sie przy
pomocy wprowadzenia do uktadu poziomej lepkosci [3].

Jezeli wystepuja w roéwnaniach wyrazenia z tarciem poziomym, to
aby uzyska¢ jednoznaczne rozwigzanie, nalezy na brzegu zada¢ dwie
sktadowe wydatku. Struktura siatki Platzmana pozwala zachowa¢ w ka-
zdym wezle tylko jedng charakterystyke. Dlatego w weztach twardego
konturu mozna zadaé¢ albo U = 0 albo V = 0, ale nie mozna zada¢ oby-
dwu sktadowych wydatku jednoczesnie.

Stabg strong schematu roznicowego zapisanego na siatce Platzmana
jest pojawienie sie tzw. tarcia numerycznego, ktore opisuje sie wyraze-

. . ih2 fli2 . . .. .
niami LZ—AU, - t"— AV\ Tarcie to powstaje przy aproksymacji cztonow,

charakteryzujgcych wptyw sity Coriolisa. Efekt tarcia numerycznego mo-
ze by¢ bardzo odczuwalny jezeli stosuje sie siatke o duzym krcku. Du-
za lepko$¢ numeryczna prowadzi do silnego wygtadzania obliczanych
charakterystyk. W schematach zapisanych na siatce z rys. 1 tarcie nu-
meryczne sie nie pojawia.

Reasumujac doktadnos¢ aproksymacji jest najwieksza w metodzie,

jawno-niejawnej z jawng realizacjg na siatce z rys. 1 z drugim rzedem
doktadnosci w czasie i w przestrzeni.

Ciekawym zjawiskiem jest fakt, ze badanie stabilnosci dla schematéw
zapisanych na siatkach przedstawianych na rys. 1 i 2, z pierwszym rze-
dem dokiadno$ci w czasie prowadzi do uzyskania tych samych ograniczen



na t, z wyjatkiem wypadku najkroétszych fal. W tym wypadku na siatce
Platzmana sita Coriolisa nie oddziatuje na najkrotsze fale.

Z punktu widzenia badania stabilnosci najlepszy wydaje sie by¢
schemat jawno-niejawny z jawng realizacja.

Gdy r=f=A =0, wtedy uzyskany warunek, znany jako Kkryte-
rium Couramta, Friedrichsa, Levey’ego, zostal uzyskany dla wszystkich
trzech schematow.

ZOFIA CHILICKA

Polish Academy of Sciences
Institute of Oceanology — Sopot

STABILITY ANALYSIS FOR WARIANTS OF THE SYSTEM OF
FINITE DIFFERENCE EQUATIONS FOR LONG WAVES

Summary

The paper presents an analysis of the stability and accuracy of approximation by
the method of finite differences of the differential equation system (1 — 5) describ-
ing the phenomenon of long wiaves in shallow seas.

The assessment of the accuracy of the numerical solution was based on the
Godunov and Riyabenki theorem, stating thait for a stabile scheme the accuracy
of the solution is of the same order as the approximation of the equation. The
order of the approximation of the system considered was investigated for three
schemes: explicit on the Platzman grid (17—>19), explicit on the grid in fig. 1 (14—16),
and explicit-impliicit with explicit computation on the grid in fig. 1 (9—ill). The
two first schemes mentioned are of the same order of accuracy in time and of the
second order in space, while the explicit-implicit scheme with explicit computation
is of the second order in space, the order of the approximation in time being close
to two.

In the second section the stability was studied: by the von Neuman method.
The results obtained depending on the way of the assigijment of certain para-
meters are summarized in third section.

As the conclusion of these considerations, the explicit-implicit scheme with
explicit computation has been accepted as the most appropriate from the point of view
of the stability studies. This conclusion would appear to be important when taking
into account that many cases were considered, including those which have not
yet been studied.
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